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f) Gegeben ist ein Pyramidenstumpf quadratischer Grundfläche ABCD mit den Punkten 
A(3 | 6 | 0),  B(6 |−3 | 0),  D(−6| 3 | 0),  F(4 |−2 | 2) und H(−4| 2 | 2)  
(vgl. Abbildung 1.3). 

 

 
Abbildung 1.3 

f1) Ergänzen Sie in der Abbildung 1.3 den Pyramidenstumpf zu einer Pyramide und  

geben Sie die Koordinaten der Spitze S an. 

f2) Berechnen Sie den Flächeninhalt des Quadrats EFGH. 
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b) Zeigen Sie, dass das Trapez ABCD gleichschenklig ist, wenn der Punkt D die Koordina-
ten D(−20| 3 | 7) hat.  

Die Startrampe wird von Stützpfeilern gehalten, die senkrecht zur Startrampe sind und auf 
den Punkten E und F der x1-x2-Ebene aufgesetzt sind (vgl. Abbildung 2.1). 

c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Durchstoßpunktes E als Schnittpunkt der Geraden, 
die den Pfeiler beschreibt, mit der x1-x2-Ebene. 

Das erste Miniatur-Auto mit dem Namen „Tiger“ startet vom Mittelpunkt des oberen Ran-
des der Startrampe, fährt geradlinig bis zur Mitte des unteren Randes der Startrampe und 
verlässt die schiefe Ebene dort. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Bewegung 
idealisiert als Bewegung des Auto-Mittelpunkts beschrieben werden kann, obwohl ein Mi-
niatur-Auto eine Breite von 4 cm hat. 

Beim Verlassen der schiefen Ebene führt ein Ruck zu einer leicht versetzen Fahrt, so dass 

„Tiger“ den Richtungsvektor  w���⃗ = �
10
34

   0   
�  hat. Die Fahrbahn von „Tiger“ lässt sich dann be-

schreiben durch die Geradengleichung f mit 

f: x�⃗ = �
−5
17
0
� + t ∙ �

10
34
 0
�  mit 0 ≤ t ≤ 5. 

Dabei gibt der Parameter t die Zeit in Sekunden an und t = 0 ist der Zeitpunkt für das Ver-
lassen der Rampe. 

d) Geben Sie die Punkte an, an denen sich „Tiger“ zu den Zeitpunkten t = 1 und t = 2 be-
findet und 

berechnen Sie die Zeit t, die „Tiger“ zum Zurücklegen einer Strecke von einem Meter be-
nötigt. 

Nach Verlassen der Rampe sind auf der Fahrbahn zylindrische Pfosten mit einem Radius 
von 10 mm aufgebaut. Der Mittelpunkt eines Pfostens befindet sich im Punkt P mit 
P(4,3 | 39 | 0). 

Die Ingenieurin behauptet, dass für den notwendigen Abstand zwischen einem beliebigen 
Pfosten im Punkt R(r1 | r2 | 0) und der Fahrbahn f des Miniatur-Autos „Tiger“ in Abhängig-
keit vom Punkt R und der Zeit t die folgende Ungleichung erfüllt sein muss: 

3,0 < �(r1 + 5 − 10t)2 + (r2 − 17 − 34t)2 

e) Erläutern Sie den Wert 3,0 in der Ungleichung, 

begründen Sie das Relationszeichen und 

untersuchen Sie, ob „Tiger“ an dem Pfosten im Punkt P vorbeifahren kann. 
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Die mathematikbegeisterte Praktikantin der Ingenieurin behauptet, dass die Ungleichung 
mit einer anderen Darstellung der Fahrbahngleichung entwickelt werden kann.  
Sie erstellt dazu eine Geradengleichung g mit  

g: x�⃗ = �
−10

0
0
� + s ∙ �

5
17
 0
�  

und erhält dann 

3,0 < �(r1 + 10 − 5s)2 + (r2 − 17s)2 

f) Leiten Sie den Zusammenhang zwischen den Werten der Parameter s und t her. 
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f) Gegeben ist ein Pyramidenstumpf quadratischer Grundfläche ABCD mit den Punkten 
A(3 | 6 | 0),  B(6 |−3 | 0),  D(−6| 3 | 0),  F(4 |−2 | 2) und H(−4| 2 | 2)  
(vgl. Abbildung 1.3). 

 

 
Abbildung 1.3 

f1) Ergänzen Sie in der Abbildung 1.3 den Pyramidenstumpf zu einer Pyramide und  

geben Sie die Koordinaten der Spitze S an. 

f2) Berechnen Sie den Flächeninhalt des Quadrats EFGH. 
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b) Zeigen Sie, dass das Trapez ABCD gleichschenklig ist, wenn der Punkt D die Koordina-
ten D(−20| 3 | 7) hat. 

Die Startrampe wird von Stützpfeilern gehalten, die senkrecht zur Startrampe sind und auf 
den Punkten E und F der x1-x2-Ebene aufgesetzt sind (vgl. Abbildung 2.1). 

c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Durchstoßpunktes E als Schnittpunkt der Geraden, 
die den Pfeiler beschreibt, mit der x1-x2-Ebene. 

Das erste Miniatur-Auto mit dem Namen „Tiger“ startet vom Mittelpunkt des oberen Ran-
des der Startrampe, fährt geradlinig bis zur Mitte des unteren Randes der Startrampe und 
verlässt die schiefe Ebene dort. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Bewegung 
idealisiert als Bewegung des Auto-Mittelpunkts beschrieben werden kann, obwohl ein Mi-
niatur-Auto eine Breite von 4 cm hat. 

Beim Verlassen der schiefen Ebene führt ein Ruck zu einer leicht versetzen Fahrt, so dass 

„Tiger“ den Richtungsvektor  w���⃗ = �
10
34

   0   
�  hat. Die Fahrbahn von „Tiger“ lässt sich dann be-

schreiben durch die Geradengleichung f mit 

f: x�⃗ = �
−5
17
0
� + t ∙ �

10
34
 0
�  mit 0 ≤ t ≤ 5. 

Dabei gibt der Parameter t die Zeit in Sekunden an und t = 0 ist der Zeitpunkt für das Ver-
lassen der Rampe. 

d) Geben Sie die Punkte an, an denen sich „Tiger“ zu den Zeitpunkten t = 1 und t = 2 be-
findet und 

berechnen Sie die Zeit t, die „Tiger“ zum Zurücklegen einer Strecke von einem Meter be-
nötigt. 

Nach Verlassen der Rampe sind auf der Fahrbahn zylindrische Pfosten mit einem Radius 
von 10 mm aufgebaut. Der Mittelpunkt eines Pfostens befindet sich im Punkt P mit 
P(4,3 | 39 | 0). 

Die Ingenieurin behauptet, dass für den notwendigen Abstand zwischen einem beliebigen 
Pfosten im Punkt R(r1 | r2 | 0) und der Fahrbahn f des Miniatur-Autos „Tiger“ in Abhängig-
keit vom Punkt R und der Zeit t die folgende Ungleichung erfüllt sein muss: 

3,0 < �(r1 + 5 − 10t)2 + (r2 − 17 − 34t)2 

e) Erläutern Sie den Wert 3,0 in der Ungleichung, 

begründen Sie das Relationszeichen und 

untersuchen Sie, ob „Tiger“ an dem Pfosten im Punkt P vorbeifahren kann. 
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Die mathematikbegeisterte Praktikantin der Ingenieurin behauptet, dass die Ungleichung 
mit einer anderen Darstellung der Fahrbahngleichung entwickelt werden kann:  
Sie erstellt dazu eine Geradengleichung g mit  

g: x�⃗ = �
−10

0
0
� + s ∙ �

5
17
 0
�  

und erhält dann 

3,0 < �(r1 + 10 − 5s)2 + (r2 − 17s)2 

f) Leiten Sie den Zusammenhang zwischen den Werten der Parameter s und t her. 
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In der Simulation wird für ein von Aga-Kröten befallenes Gebiet in Australien der 

Populationsvektor zum März 2021 angegeben mit v�⃗ M21 = �

2 200 000
100 000

900
68

� . 

c) Ermitteln Sie die Anzahl der Jungkröten und adulten Kröten zum September 2020, 
wenn die Populationsmatrix A bereits in diesem Zeitraum gegolten hat. 

Der Aufbau von Krötenzäunen um Wasserstellen soll den Kröten die Grundlage für die 
Eiablage entziehen. Durch diese Maßnahme reduziert sich die Anzahl der gelegten Eier bei 
Jungkröten auf nur noch 5 %, bei den adulten Kröten ist dieser Wert noch nicht bestimmt. 

Gleichzeitig werden an den Zäunen die Kröten eingesammelt und dem Ökosystem entnom-
men. Die Wahrscheinlichkeit, die nächste Entwicklungsstufe zu erreichen, sinkt für die 
Jungkröten durch diese Maßnahme um 50 % und die Überlebenswahrscheinlichkeit der 
adulten Kröten bzw. die Wahrscheinlichkeit, Teil des Ökosystems zu bleiben, fällt durch 
diese Maßnahme auf 50 %.  

Für die Eier und Kaulquappen ändert sich die Wahrscheinlichkeit, die nächste Entwick-
lungsstufe zu erreichen, nicht. 

Mit diesen Maßnahmen ergibt sich eine neue Populationsmatrix: 

Aneu = �

0 0 100 k
0,05 0 0 0

0 0,03 0 0
0 0 0,02 0,5

� 

Für die Simulation werden für zwei aufeinanderfolgende Perioden folgende Populationen 
festgelegt: 

Startpopulation p�⃗ 0 = �

1 500 000
50 000

1 000
360

�                    Folgeperiode p�⃗ 1 = �

1 000 000
75 000

1 500
200

� 

d) Begründen Sie, warum für die Entwicklung der Aga-Kröten nach dem Aufstellen der 
Krötenzäune und dem Einsammeln der Kröten die Populationsmatrix Aneu gilt und  

ermitteln Sie, wie viele Eier eine adulte Kröte nach diesen Maßnahmen noch durch-
schnittlich legt und wie viele adulte Kröten gefangen wurden.  
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In der Simulation wird für ein von Aga-Kröten befallenes Gebiet in Australien der 

Populationsvektor zum März 2021 angegeben mit v�⃗ M21 = �
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c) Ermitteln Sie die Anzahl der Jungkröten und adulten Kröten zum September 2020, 
wenn die Populationsmatrix A bereits in diesem Zeitraum gegolten hat. 

Der Aufbau von Krötenzäunen um Wasserstellen soll den Kröten die Grundlage für die 
Eiablage entziehen. Durch diese Maßnahme reduziert sich die Anzahl der gelegten Eier bei 
Jungkröten auf nur noch 5 %, bei den adulten Kröten ist dieser Wert noch nicht bestimmt. 

Gleichzeitig werden an den Zäunen die Kröten eingesammelt und dem Ökosystem entnom-
men. Die Wahrscheinlichkeit, die nächste Entwicklungsstufe zu erreichen, sinkt für die 
Jungkröten durch diese Maßnahme um 50 % und die Überlebenswahrscheinlichkeit der 
adulten Kröten bzw. die Wahrscheinlichkeit, Teil des Ökosystems zu bleiben, fällt durch 
diese Maßnahme auf 50 %.  

Für die Eier und Kaulquappen ändert sich die Wahrscheinlichkeit, die nächste Entwick-
lungsstufe zu erreichen, nicht. 

Mit diesen Maßnahmen ergibt sich eine neue Populationsmatrix: 

Aneu = �

0 0 100 k
0,05 0 0 0

0 0,03 0 0
0 0 0,02 0,5

� 

Für die Simulation werden für zwei aufeinanderfolgende Perioden folgende Populationen 
festgelegt: 

Startpopulation p�⃗ 0 = �

1 500 000
50 000

1 000
360

�                    Folgeperiode p�⃗ 1 = �

1 000 000
75 000

1 500
200

� 

d) Begründen Sie, warum für die Entwicklung der Aga-Kröten nach dem Aufstellen der 
Krötenzäune und dem Einsammeln der Kröten die Populationsmatrix Aneu gilt und  

ermitteln Sie, wie viele Eier eine adulte Kröte nach diesen Maßnahmen noch durch-
schnittlich legt und wie viele adulte Kröten gefangen wurden. 
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f) Bei einem Glücksspiel zieht ein Spieler aus einer Urne zufällig eine Kugel. Nach dem Zug 
wird die Kugel in die Urne zurückgelegt. Es befinden sich fünf grüne (G), drei rote (R) 
und zwei schwarze (S) Kugeln in der Urne, die sich nur durch ihre Farbe voneinander 
unterscheiden. Zieht der Spieler eine schwarze Kugel, so macht er einen Gewinn in 
Höhe von 4 €. In allen anderen Fällen wird nichts ausgezahlt. Die Wahrscheinlichkeit 
für das Ziehen einer grünen, roten bzw. schwarzen Kugel wird dabei mit P(G), P(R) 
bzw. P(S) bezeichnet. 

f1) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit P(S) an.  

f2) Zeigen Sie, dass P(R) > �P(G)�
2
 gilt. 

f3) Begründen Sie, dass das Spiel bei einem Einsatz des Spielers von 1 € stochastisch 
fair ist.   
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f) Bei einem Glücksspiel zieht ein Spieler aus einer Urne zufällig eine Kugel. Nach dem Zug 
wird die Kugel in die Urne zurückgelegt. Es befinden sich fünf grüne (G), drei rote (R) 
und zwei schwarze (S) Kugeln in der Urne, die sich nur durch ihre Farbe voneinander 
unterscheiden. Zieht der Spieler eine schwarze Kugel, so macht er einen Gewinn in 
Höhe von 4 €. In allen anderen Fällen wird nichts ausgezahlt. Die Wahrscheinlichkeit 
für das Ziehen einer grünen, roten bzw. schwarzen Kugel wird dabei mit P(G), P(R) 
bzw. P(S) bezeichnet. 

f1) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit P(S) an.  

f2) Zeigen Sie, dass P(R) > �P(G)�
2
 gilt. 

f3) Begründen Sie, dass das Spiel bei einem Einsatz des Spielers von 1 € stochastisch 
fair ist.   
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Der dargestellte Atemvorgang kann durch die Funktion v mit der Gleichung 

v(t) = �
v1(t), 0 ≤ t ≤ 3
v2(t), 3 < t ≤ 13 

beschrieben werden. Hierbei gibt t die Zeit in Sekunden und v(t) das momentane 
Lungenvolumen in Litern an. Der Zeitpunkt t = 0 entspricht dem Beginn der Analyse. 

Bei der Funktion v1 handelt es sich um die trigonometrische Funktion 

v1(t) = 0,25 ∙ cos �
1
2 ∙ π ∙ t −

π
2� + 3,25 

b) Leiten Sie die Zahlenwerte der Funktion v1 her. 
Weisen Sie rechnerisch nach, dass das lokale Maximum von v1 bei M(1|3,5) liegt und  

begründen Sie, warum M nicht das globale Maximum von v ist. 

Ein mathematisch interessierter Praktikant des Facharztes bemerkt, dass die Funktion v1 
alternativ auch kürzer in der Form v1(t) = a ∙ sin(b ∙ t) + d dargestellt werden kann.  

c) Geben Sie eine alternative Gleichung für v1 in der Form v1(t) = a ∙ sin(b ∙ t) + d an. 

Er vermutet weiter, dass für alle trigonometrischen Funktionen f, g und deren Ableitungen 
f ′, g′ für alle x ∈ ℝ die folgende Aussage gilt: 

f ′(x) = g′(x) ⟹ f(x) = g(x) 
d) Zeigen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass diese Aussage nicht gilt. 

Der Facharzt entdeckt in den Notizen seines Praktikanten die folgende Ungleichung: 

� v1′(t) dt
3

0

< 0 

e) Bestimmen Sie den Wert des Integrals und 

erläutern Sie die Ungleichung im Sachzusammenhang. 

Der Praktikant des Facharztes betrachtet den Graphen der Funktion v und behauptet, dass 
der Abschnitt v2 durch eine ganzrationale Funktion modelliert werden kann.  

f) Erläutern Sie, dass ein ganzrationaler Ansatz für v2 mindestens vom Grad 5 sein muss 
und 

geben Sie die Bedingungsgleichungen für die Funktion v2 an, mit deren Hilfe die 
Funktionsgleichung ermittelt werden kann. 
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In einem Fachmagazin findet der Arzt einen Artikel zum Thema Lungenfunktionsanalyse. 
Diesem entnimmt er, dass sich die tiefe Ausatmung der erwachsenen Patienten mit der 
Funktion a der Form 

a(t) =
3
4 ∙ sin �

1
6π ∙

(t + 7) −
2
3π� +

13
4  mit 0 ≤ t ≤ 6 

beschreiben lässt. Dabei gibt t die Zeit in Sekunden seit Beginn des Ausatemvorgangs und a 
das momentane Lungenvolumen in Litern an. 

g) Berechnen Sie den Zeitpunkt t der maximalen Ausatmungsgeschwindigkeit und 

geben Sie die maximale Ausatmungsgeschwindigkeit in der Einheit Liter pro Sekunde 
�l
s
� an. 
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f) Ergänzen Sie den fehlenden Wert für das Jahr 2000 in der Tabelle 3.1 und  

berechnen Sie, wie viel Prozent der aktuell höchstmöglichen installierbaren 
Wasserkraftleistung nach diesem Modell bis zum Jahr 2050 erreicht sein werden. 

 




