Aufgaben 1 A und 2 eA Analytische Geometrie

Losung

Aufgabe 1 A mit Analytischer Geometrie:

Anforderungen Modelll6sungen
Grundsitzlich gilt fiir jede Teilleistung:
Der gewihlte Losungsansatz und Lésungsweg miissen nicht iden-
A1 | Der Prisflin tisch mit dem der Modelll6sung sein. Sachlich richtige Alternativen BE
g werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
Bemerkung:
Bei Multiple-Choice-Aufgaben gilt der jeweils angegebene Hinweis.
1a | skizziert den Gra- Ek) | 5
phen einer mogli- (x| ]
chen Stammfunk- ‘
tion F von fin das |
obere Koordina-
tensystem (Abbil-
dung 1.1) und
F
0 4
entscheidet be- ) B
griin det, ob die Aussage Entscheidung und Begriindung
Aussage wahr
oder falsch ist. Der Funktionsgraph von | Die Aussage ist wahr.
Faslze 2k WWanide: Der Graph von f’(x) wechselt zweimal sein Kriim-
punkte. mungsverhalten, also besitzt der Graph von f '(x)
zwei Wendepunkte.
1b | zeigt, dass der Esgilt: f,"(x) = 1,5x%2 — b 5
Graph der Funk- o R
tion f;, im Schnitt- Damitgiitm =)= b
punkt mit der Or-
dinatenachse die
Steigungm = —b
hat und
Berechneiden Bestimmen der Nullstellen als Integrationsgrenzen:
Wert fiirden Para- | 0 = 0,5-%x3 —b-x
meter b so, dass = 0=x-(05-x2—b)
der Graph mit der ox=0vV05-x2—b=0
Abszissenachse & x=0VxZ=7b
eine Fliche von
& x=0Vx=v2bvx=—V2b
4 FE einschliefdt. X X X
Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 A und 2 eA Analytische Geometrie Losung

Anforderungen Modelll6sungen

i‘; Eine mégliche Stammfunktion ist F,(x) = %x“ - % b - x?

Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung geniigt es, den Flachen-
inhalt im II. Quadranten zu betrachten. Dieser ist 2 FE grof3.

Fiir den Inhalt der gesuchten Fliche gilt:

0
2 f fp(x)dx =4
—J2b

&2 [Fo®]° 5 =4
1
o —(5-(-V2B) - 5b- (-V2B)’) =2
@—(—-4b2—%b-2b) =
1 2
(:)Eb —w7)
= b%2=14

©b=2Vvb=-2
Aufgrund der Einschrinkung b > 0 gibt es nur die Lésung b = 2.

1c | bestimmt einen Fiir Nullstellen gilt: f,;,(x) = 0 5
Term fiiralle Null- [ & 0 =a-cos(b-x)+a
stellen von f, 1, < —1 = cos(b-x)

und Damit liegt eine Nullstelle bei x = E

Durch die Periodenldnge p = ZTH ergibt sich der Term fiir alle
Nullstellen:

T 21 .
g+n TmltnEZ.

Hinweis: Fiir jedes richtige Kreuz gibt es einen Punkt, fiir jedes falsche Kreuz gibt es hrdiRlsch

null Punkte, nicht angekreuzte Zeilen bleiben neutral (null Punkte).
entscheidet, ob die e A <G <d

ir alle x gilt: Wenn a < 0, dann gilt f,.;, (x . X

Aussagen wahr - i
oder falsch sind.

Es gilt: g,.,(x) = fo., (%) fiir alle x. x

1d | erldautert, warum | Mit dem Satz vom Nullprodukt lassen sich mithilfe der Linearfak- 5

zwischen dem tordarstellung drei Nullstellen ermitteln. Somit werden zwei Fla-

Graphen von f und
der Abszisse zwei
Fliachen einge-
schlossen werden
und

chen zwischen Graph und Abszisse eingeschlossen.

begriindet ohne Durch die doppelte Nullstelle an der Stelle x = 4 hat f im Punkt
Rechnung, dass P(4|0) eine waagerechte Tangente. Somit gilt: f'(4) = 0.

£'(4) = 0 gilt
und Fortsetzung nachste Seite
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Aufgaben 1 A und 2 eA Analytische Geometrie LOosung
Anforderungen Modelllsungen
zu | ermittelt die Glei- | Apnwendung des Distributivgesetzes:
1d | chung der Ablei- fx) = (x2+x) - (x—4)?

tungsfunktion f'.

Anwendung der Produkt- und Kettenregel:
ffx)=02x+1) x—4)?+x*+x)-2-(x—4)

le

zeigt, dass die

Vektoren 3 und b
nicht orthogonal
zueinander sind
und

berechnet den Be-
trag von ¢ und

gibt die geometri-
sche Interpreta-
tion sowohl fiir
das Kreuzprodukt
¢ als auch fiir den
Betrag von ¢ an.

Es gilt:
. 3 1
+5-(2)-(3)
2 2
=3-6+4
=1
=0

Also sind die Vektoren nicht orthogonal zueinander.

()

=+100+ 16 + 121
= /237

Das Kreuzprodukt ¢ ist senkrecht zu den Vektoren @ und b, also ein

Normalenvektor des von den Vektoren @ und b aufgespannten Pa-
rallelogramms.

Dabei gibt der Betrag von ¢ einerseits die Linge des Vektors an und
ist andererseits der Wert fiir die Fliche des aufgespannten Paralle-
logramms.

1f

entscheidet be-

griindet, ob die

Aussagen wahr

oder falsch sind
und

bestimmt den Pa-
rameter b so, dass
der Punkt B in der
Ebene E liegt.

Aussage Entscheidung und Begriindung

Die Aussage ist wahr.

Mitb = 4 kann die Gerade durch A und B
dargestellt werden durch

Punkt C auf der Ge-

-2 5
gap:X = 1)+r-| 3
raden durch A und 4 —5h

B. und mitr = 2 giltdann:

(3

Fiirb = 4 liegt der

Die Aussage ist wahr, denn der Normalen-
vektor der Ebene ist ein Vielfaches des
Richtungsvektors der Geraden durch A
und C.

Die Gerade durch A
und C ist orthogo-
nal zur Ebene E.

Die Koordinaten des Punktes B(3 | b | — 1) in die Ebenengleichung
E einsetzen:

5:3+3:b—5-(-1)=5
< b=-5
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Aufgaben 1 A und 2 eA Analytische Geometrie

Anforderungen

Modelll6sungen

1g

berechnet den
Schnittpunkt S der
Geraden g mit der
Ebene E; und

beschreibt ein
rechnerisches Ver-
fahren, das ange-
wendet werden
kann, um zu zei-
gen, dass die Ge-
rade gin der
Ebene E, liegt.

Das Einsetzen der Koordinaten x;, X5, X3 in die Ebenengleichung
von E; fiihrt zu einer linearen Gleichung fiir den Parameter t:

15-(-2t)+10-(1+t)+6-(2+3t) =30

=t=—4.

Das Einsetzen von t in g ergibt die Koordinaten des Schnittpunkts
S(8] - 3| — 10).

Das Gleichsetzen der Geradengleichung mit der Ebenengleichung
fiihrt zu einem linearen Gleichungssystem (LGS) mit drei Gleichun-
gen und den drei Parametern als unbekannten Gréflen. Wenn das
LGS unendlich viele Lésungen besitzt, die Parameter also linear ab-
hingig sind, dann liegt die Gerade g in der Ebene E,.

1h

zeichnet die Spitze
S der vollstindi-
gen Pyramide in

Abbildung 1.3 ein
und

weist nach, dass
die Spitze S der
vollstandigen Py-
ramide in Abhin-
gigkeit von der
Hoéhe z des Pyra-
midenstumpfs die
Koordinaten
S(1]0|3z) hat und

Die Spitze S kann als Schnittpunkt der Geraden g, durch Bund F
sowie g, durch D und H fiir die konkrete Abbildung gezeichnet und

auch in Abhingigkeit von z bestimmt werden.
i “XJ

NP
7

Es gilt

4 ik -2 1
grix = (—6) e 5 ( 2) und g:X = ( 6) + > (—2).

0 vA 0 z
Das Gleichsetzen fiihrt zum linearen Gleichungssystem
I: 4—r = -2+t
II: —6+2r = 6-—12t
I1I: LZ = t-z
Umformungen ergeben, dass I und II linear abhingig sind und aus
Il folgtr = t:
I: 6—r = t
II: -12+2r = -2t

I11: r = t dennz=#0

Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 A und 2 eA Analytische Geometrie

Losung

Anforderungen

Modelllsungen

zu
1h

zeigt, dass unab-
hangig von der
Hohe z des Pyra-
midenstumpfs die
Flacheninhalte der
Quadrate ABCD
und EFGH im Ver-
hiltnis 9 : 4 ste-
hen.

Somitistr = t = 3 und damit sowohl fiir g, als auch fiir g,

S(11]0[3z), denn
4.
( 0) und
3z

()
(B0

BC R
Zu zeigen ist: (|AB |) g (lEF |) =9:4
Mit den Punkten A und B kann die quadratische Grundfldche mit
a2
dem Flicheninhalt Q; = (lAB |) berechnet werden:
|AB | = 3% + 92
=+9+81
=90

Mit den Punkten F und H kann zunichst die Liange der Diagonale d,

oD
der oberen Quadratfliche mit dem Flacheninhalt Q, = (lEF |) be-

rechnet werden.
d, = |FH |

=42 + 82
=16 + 64
= V80

Aus (dy)%2 =2+ (lﬁ: |)2folgt |ﬁ: | = /40 und somit

(8 " ()" =50 4
=Gy

40

Zentrale Anschlusspriifung Mathematik BG
eA HT 21 L A1 Aund A2 AnaGeo

26. April 2021
Seite 5von 8




Aufgaben 1 A und 2 eA Analytische Geometrie

Losung

Aufgabe 2: Miniatur-Autorennen

Anforderungen Modelll6sungen
Grundsitzlich gilt fiir jede Teilleistung:
o Der gewihlte Losungsansatz und Losungsweg miissen nicht iden-
A2 | Der Priifl BE
ertruting tisch mit dem der Modelll6sung sein. Sachlich richtige Alternativen
werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
2a | weist nach, dass Die Koordinaten der drei Punkte A, B und C erfiillen die gegebene | 4
die Gleichung Gleichung:
Xp +2%3 = 17 die | PunktA: 0-(—45)+1-17 +2-0 = 17.
gbe_ne d‘;:h die | punktB:0-(35) +1-17+2-0 = 17.
reiPunkte A B 5, 1ic0-(10)+1-342-7=17.
und C festlegt. ) ) . . : .
Da die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen, legen sie eine
Ebene fest. Also beschreibt die Gleichung x, + 2x; = 17 die Ebene,
die durch die Punkte A, B und C festgelegt wird.
2b best;immt die Ko- | Da BA parallel zu CD ist, ist D(d, | 3 | 7). 4
ordinaten des Die Koordinate d; ergibt sich aus dem Abstand von B zu C.
Punkts D, der das Barsckisiitis:
Dreieck durchdie | | _}g.
Punkte A, Bund C chl - |AD|
zu einem gleich- & /252 +142+72 = JE45—d)? + 142 + 72
schenkligen Tra- & 252 = (—45 — d,)?
ez ABCD erginzt.
P g & —45—d, =25V —45—d, = —25
Die Lésung d; = —70 fiihrt zu einem Parallelogramm
und nur der Wert d; = —20 fiihrt zum abgebildeten Trapez.
Also ist D(—20| 3| 7).
2c | erganzt begriindet | Da sowohl A(—45| 17 | 0) als auch B (35|17 | 0) mitx, = 17 inder | 4
die fehlenden Ska- | x,-x,-Ebene liegt, kann der Schnitt der Strecke von A nach B mit der
lierungen der Ach- | x,-Achse als 17 ermittelt werden. Da dies etwa nach 8,5 Kistchen
sen in Abbildung | der x,-Achse liegt, kann auf der x,-Achse nach zwei Kistchen der
2.1 durch jeweils [ Skalierungswert 4 festgelegt werden.
drei Zahlenwerte | Vom Schnitt der Strecke von A nach B mit der x,-Achse sind es etwa
auf der x,-Achse neun Kistchendiagonalen zu B und etwa elf Kiastchendiagonalen zu
und der x,-Achse. | A, Das bedeutet, dass auf der x,-Achse nach einer Kistchendiago-
nale der Skalierungswert 4 festgelegt werden muss.
12 ] -
10
8
6
c
4
2
L ¥
4
Eys
16
20
24
- 28
32 B
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Aufgaben 1 A und 2 eA Analytische Geometrie LOosung
Anforderungen Modelll6sungen
2d | erstellt fiir die Die Mitte des unteren Randes ist der Punkt M(m;| 17 |0). 6

Fahrbahn des Mi-
niatur-Autos , Ti-
ger” auf der schie-
fen Ebene eine Ge-
radengleichung
und

gibt das Intervall
an, in dem der Pa-
rameter r liegen
muss, und

zeichnet den Ver-
lauf der Geraden g
in das Koordina-
tensystem in Ab-
bildung 2.1 ein.

Dabei ist die Koordinate m; bestimmt durch
m; = 0,5+ (—45+ 35) = —5.
Als Geradengleichung ergibt sich mit S(—5| 3| 7) z. B.:

-5 0
g:§=(3)+r-(14)
7 -7

In Abhingigkeit von der gewihlten Darstellung in g kann das Inter-
vall fiir den Parameter r angegeben werden. Hier ist fiir r = 0 der
Startpunkt S und fiir r = 1 der Punkt M erreicht. Also ist das Inter-
val0 <r<1.

Die Gerade kann als Verbindungslinie der Mittelpunkte zwischen C
und D, dem Punkt S, sowie zwischen A und B, dem Punkt M, ge-
zeichnet werden:

2e | berechnet die Die Linge des Richtungsvektors ist 4
Lange des Rich- 10
tungsvektors von f (34) = /102 + 342 + (2
und 0
= V1256
~ 35,44
IHETHEEHET die- | pey Richtungsvektor hat eine Liange von etwa 35,4 cm.
I Tiger legt also in einer Sekunde 35,4 cm zuriick. Das kann als Ge-
zusammenhang. S m . .
schwindigkeit von 0,354 < interpretiert werden.
2f | leitet den Term Der rechte Term der Ungleichung kann mit dem minimalen Ab- 6*
auf der rechten stand zwischen einem Punkt und einer Geraden hergeleitet wer-
Seite der angege- | den:
benen Unglei- Mit dem Punkt R(r;| rp| 0) und der Geradengleichung
chung her und -3 10
Ex= (23,8) + ( 34) ergibt sich:
0 0
. ry -3+ 10t
|XP| = (m) = (23,8 + 34t>
0 0
= (r; +3—10t)2 + (r, — 23,8 — 34t)2
Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 A und 2 eA Analytische Geometrie Losung
Anforderungen Modelll6sungen
zu | interpretiert den | Mit der halben Breite des Miniatur-Autos von 2 cm und dem hal-
2f | Wert 3,0. ben Durchmesser des Pfostens von 10 mm (= 1 cm) ergibt sich der
Wert 3,0.
Der Abstand zwischen dem Hindernis und der Fahrbahn, die als
Gerade ohne Ausdehnung beschrieben wird, muss dann gréfier als
3,0 (Zentimeter) sein, so dass sich die Ungleichung
3,0 < /(r; +3—10t)% + (r, — 23,8 — 34t)2 ergibt.
2g | untersucht, ob ,Ti- | Fiir die Untersuchung kann der gegebene Term durch das Einset- 6*
ger an dem Pfos- | zen der Koordinaten des Punktes P(4,3 |39 |0) zur Abstandsbe-
ten im Punkt P stimmung genutzt werden:
Korbe‘fahren IXP| = V(@3 + 3 — 1002 + (39 — 23,8 — 34t)?
ann.
=(7,3 — 10t)2 + (15,2 — 34t)2
= /7,32 — 146t + 100t2 + 15,22 — 1033,6t + 115612
= /1256t2 — 1179,6t + 284,33
Der Betrag ist minimal, falls 1256t? — 1179,6t + 284,33 minimal ist,
also fiir den Wert t, der sich aus der Gleichung
2512t- 1179,6 = 0ergibt.
_ 11796 _ 2949
Daraus folgt t = S
. 2
Dann ist |XP| = J 1256 (=) —1179,6 - (=) + 284,33
6280 6280
Also: Iﬁl ~ 2,71 [cm]
Der Abstand zwischen der Geraden f und dem Punkt P betrigt
etwa 2,71 cm. Er ist somit grofer als die halbe Wagenbreite von
2,0 cm. Doch die Differenz ist kleiner als der halbe Durchmesser
des Pfostens von 10 mm und somit schafft , Tiger” es nicht an dem
Pfosten im Punkt P vorbei zu fahren.
2h | ermittelt nihe- Durch das Kippen der Startrampe kann die Héhe und damit auch 6*
rungsweise die die Neigung verandert werden, ohne dass die Rampe an den Punk-
Hohe h, die die ten A und B veridndert werden muss. Die gesuchte Hohe ist dann
obere Kante der die Gegenkathete in einem rechtwinkligen Dreieck.
Startrampe. ha‘ben Fiir ein solches rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse c kann
sol'lte, damit eine | 7, B. die Mitte des unverinderten unteren Randes M(—5| 17 |0)
Nelg}mg Vo 15° und der durch das Kippen verdnderte ,Startpunkt” S, .,,(—5| x5 |h)
erreicht wird. genutzt werden, der identisch in der ersten Koordinate mit M ist.
Als dritter Punkt im rechtwinkligen Dreieck ergibt sich der Punkt
Q(—5| x| 0), der in der x4-x,-Ebene unterhalb von S, liegt.
Fiir die Hohe h soll in diesem Dreieck gelten:
h = c-sin(15°).
Die Hypotenuse c kann in dem rechtwinkligen Dreieck vor dem
Kippen mit den Punkten M(—5| 17| 0) und S(—5| 3 |7) sowie
Q(—5] 3 |0) berechnet werden.
Somit ist die gesuchte Héhe
h = /142 + 72 - sin(15°)
~ 4,05
Die gesuchte Héhe sollte also etwa 4 cm betragen.
40
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Aufgaben 1 B und 2 eA Analytische Geometrie

Losung

Aufgabe 1 B mit Analytischer Geometrie:

Anforderungen Modelll6sungen
Grundsitzlich gilt fiir jede Teilleistung:
Der gewihlte Losungsansatz und Lésungsweg miissen nicht iden-
A1 | Der Prisflin tisch mit dem der Modelll6sung sein. Sachlich richtige Alternativen BE
g werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
Bemerkung:
Bei Multiple-Choice-Aufgaben gilt der jeweils angegebene Hinweis.
1a | skizziert den Gra- Ek) | 5
phen einer mogli- (x| ]
chen Stammfunk- ‘
tion F von fin das |
obere Koordina-
tensystem (Abbil-
dung 1.1) und
F
0 4
entscheidet be- ) B
griin det, ob die Aussage Entscheidung und Begriindung
Aussage wahr
oder falsch ist. Der Funktionsgraph von | Die Aussage ist wahr.
Faslze 2k WWanide: Der Graph von f’(x) wechselt zweimal sein Kriim-
punkte. mungsverhalten, also besitzt der Graph von f '(x)
zwei Wendepunkte.
1b | zeigt, dass der Esgilt: f,"(x) = 1,5x%2 — b 5
Graph der Funk- o R
tion f;, im Schnitt- Damitgiitm =)= b
punkt mit der Or-
dinatenachse die
Steigungm = —b
hat und
Berechneiden Bestimmen der Nullstellen als Integrationsgrenzen:
Wert fiirden Para- | 0 = 0,5-%x3 —b-x
meter b so, dass = 0=x-(05-x2—b)
der Graph mit der ox=0vV05-x2—b=0
Abszissenachse & x=0VxZ=7b
eine Fliche von
& x=0Vx=v2bvx=—V2b
4 FE einschliefdt. X X X
Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 B und 2 eA Analytische Geometrie Losung
Anforderungen Modelll6sungen
Z‘; Eine mégliche Stammfunktion ist F,(x) = %x“ - % b - x?
1
Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung geniigt es, den Flachen-
inhalt im II. Quadranten zu betrachten. Dieser ist 2 FE grof3.
Fiir den Inhalt der gesuchten Fliche gilt:
0
2 f fp(x)dx =4
—-V2b
o2 [Fb(X)]O_m =%
1 + 1 2
= _(g' (—V2b) == (—V2b) ) =2
1 1
o (5462 -2b-2b) =2
(8 2
il
— 2 =
) b* =2
= b2=4
&b=2 Vvb=-2
Aufgrund der Einschrinkung b > 0 gibt es nur die Lésung b = 2.
1c | weist rechnerisch | In einem Punkt mit waagerechter Tangente gilt f;'(x) = 0
nach, dass der fi/(x) =2-e ¥ _k.2.x-e KX
Graph der Funk- 0=2-e¥X_k.2.x-ekx
tion fi im Punkt 5
1,2) . &S x==
E(Elgi)elne 3 K 5
waagerechte Tan- | £ (_) g
gente besitzt und k/ k-e i
Also besitzt der Graph der Funktion fy im Punkt E (; | ;) eine waa-
gerechte Tangente.
Hinwelis: Filr jedes richtige Kreuz gibt es elnen Punkt, flir jedes falsche Kreuz glbt es
null Punkl:: njlchr anfgeltx'irgeu];te Zei%intbleihen n:urratl (r(:u]jl Punkte). reuzeit wahr | falsch
entscheidet, ob die ol
Aussagen wahr benstehend .
- Der nebenstehende Graph g
oder falsch sind. stellt die Funktion
fi, mitk = 0,5 dar.
X
of 2 4 & 8 10 12 14
-0.
1
Esgile: f/(x) = e7*%- 212 (x - 2).
Also gilt fi (x) > 0 fiir alle x > ]E( X
1d | erldutert, warum | Mit dem Satz vom Nullprodukt lassen sich mithilfe der Linearfak-
zwischen dem tordarstellung drei Nullstellen ermitteln. Somit werden zwei Fli-
Graphen en fun_d chen zwischen Graph und Abszisse eingeschlossen.
der Abszisse zwei
Fliachen einge- sohste Soi
sellossaiwardes Fortsetzung nachste Seite
und
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Aufgaben 1 B und 2 eA Analytische Geometrie LOosung
Anforderungen Modelllsungen
zu
1d begriindet ohne
Rechnung, dass Durch die doppelte Nullstelle an der Stelle x = 4 hat f im Punkt
f'(4) = 0 gilt P(4|0) eine waagerechte Tangente. Somit gilt: f'(4) = 0.
und

ermittelt die Glei-

Anwendung des Distributivgesetzes:

griindet, ob die
Aussagen wahr
oder falsch sind
und

chung der Ablei- fx) = (x* +x) - (x—4)?
tungsfunktion f’. | Anwendung der Produkt- und Kettenregel:
f'fx)=2x+1)- x—4)>2?+(x%>+x)-2-(x—4)
le | zeigt, dass die Es gilt: 5
Vektoren 3 und b . 3\ /1
nicht orthogonal [a-b={-2)-(3
zueinander sind 2/ \2
T | =3-6+4
=1
=0
Also sind die Vektoren nicht orthogonal zueinander.

berechnet den Be- | —10
trag von ¢ und Ic| = —4

13

=100 + 16 + 121
= V237
gibt die geometri- Das Kreuzprodukt ¢ ist senkrecht zu den Vektoren 3 und b, also ein
sche Interpreta- Normalenvektor des von den Vektoren 3 und b aufgespannten Pa-
tion sowohl fiir rallelogramms.
das Kreuzprodukt Dabei gibt der Betrag von ¢ einerseits die Linge des Vektors an und
Zals auch fiirden | ist andererseits der Wert fiir die Flache des aufgespannten Paralle-
Betrag von ¢ an. logramms.
1 (texmseheidebe Aussage Entscheidung und Begriindung 5

Die Aussage ist wahr.

dargestellt werden durch

Mitb = 4 kann die Gerade durch A und B

und C ist orthogo-

nal zur Ebene E. und C.

Fiirb = 4 liegt der =2 5
Punkt C auf der Ge- | gap:X = ( 1) +r- ( 3)
raden durch A und 4 -5
B. und mitr = 2 gilt dann:
2 5 8
()2 (g)-()-
4 -5 —6
Die Aussage ist wahr, denn der Normalen-
Die Gerade durch A

vektor der Ebene ist ein Vielfaches des
Richtungsvektors der Geraden durch A

Fortsetzung nédchste Seite
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Aufgaben 1 B und 2 eA Analytische Geometrie

Anforderungen

Modelll6sungen

zu

bestimmt den Pa-

Die Koordinaten des Punktes B(3 | b | — 1) in die Ebenengleichung

weist nach, dass
die Spitze S der
vollstindigen Py-
ramide in Abhan-
gigkeit von der
Hoéhe z des Pyra-
midenstumpfs die
Koordinaten
S(1]0|3z) hat und

1f | rameter b so, dass | E einsetzen:
der PunktBinder |5:-3+3:b—5-(—1)=5
Ebene E liegt. )| PR
1g | berechnet den Das Einsetzen der Koordinaten x4, X5, X3 in die Ebenengleichung
Schnittpunkt S der | von E; fiihrt zu einer linearen Gleichung fiir den Parameter t:
Geraden g mit der ol & . . -
Hhiens K, minid 15 (_2t)+10 1+t)+6-(2+3t)=30
S t=—4
Das Einsetzen von t in g ergibt die Koordinaten des Schnittpunkts
S8 |—3|—10):
beschreibt ein Das Gleichsetzen der Geradengleichung mit der Ebenengleichung
rechnerisches Ver- | fithrt zu einem linearen Gleichungssystem (LGS) mit drei Gleichun-
fahren, das ange- gen und den drei Parametern als unbekannten Gréflen. Wenn das
wendet werden LGS unendlich viele Lésungen besitzt, die Parameter also linear ab-
kann, um zu zei- hingig sind, dann liegt die Gerade g in der Ebene E,.
gen, dass die Ge-
rade ginder
Ebene E, liegt.
1h [ zeichnet die Spitze | Die Spitze S kann als Schnittpunkt der Geraden g; durch B und F
S der vollstindi- sowie g, durch D und H fiir die konkrete Abbildung gezeichnet und
gen Pyramide in auch in Abhingigkeit von z bestimmt werden.
Abbildung 1.3 ein }x,
und

4 —1 -2 1
g1:§=(—6)+r-( 2) undg2:§=< 6)+t-(—2>,
0 A 0 z

Das Gleichsetzen fiihrt zum linearen Gleichungssystem

I: 4—r = -2+t
II: —6+2r = 6-—2t
I1I: r-z = t-z

Fortsetzung ndchste Seite

Zentrale Anschlusspriifung Mathematik BG
eA HT 21 L A1 B und A2 AnaGeo

Losung

26. April 2021
Seite 4 von 8



Aufgaben 1 B und 2 eA Analytische Geometrie

Losung

Anforderungen

zu
1h

zeigt, dass unab-
hingig von der
Hoéhe z des Pyra-
midenstumpfs die
Flicheninhalte der
Quadrate ABCD
und EFGH im Ver-
haltnis 9 : 4 ste-
hen.

Modelllsungen
Umformungen ergeben, dass I und II linear abhingig sind und aus
Il folgtr = t:
I: 6—r = t
I —125E2F =2

II: r = & denmnz=+0
Somitistr = t = 3 und damit sowohl fiir g, als auch fiir g,

S(110|3z), denn
4 i | iF
] 5L
0 zZ 3z
— 1 l
(9 (2)- ()
0 zZ 3z
Zu zeigen ist: (|H§ l)zz (Iﬁ'z |)2 =9:4

Mit den Punkten A und B kann die quadratische Grundfldche mit
g2
dem Flicheninhalt Q; = (lAB |) berechnet werden:
|AB | = V3% + 92
=49+ 81
=490

+3
+3

Mit den Punkten F und H kann zunichst die Liange der Diagonale d,

S hea
der oberen Quadratfliche mit dem Flacheninhalt Q, = (lEF |) be-
rechnet werden.

d, = |FH |

= /4% + 82
=V16 + 64
=+/80

Aus (dy)?2 =2+ (lE_F: |)2folgt |ﬁ5 | = V40 und somit

(| " ()" =50 4
=924

40

Zentrale Anschlusspriifung Mathematik BG
eA HT 21 L A1 B und A2 AnaGeo

26. April 2021
Seite 5von 8




Aufgaben 1 B und 2 eA Analytische Geometrie

Losung

Aufgabe 2: Miniatur-Autorennen

Anforderungen Modelll6sungen
Grundsitzlich gilt fiir jede Teilleistung:
o Der gewihlte Losungsansatz und Lésungsweg miissen nicht iden-
A2 | Der Priifl BE
ertruting tisch mit dem der Modelll6sung sein. Sachlich richtige Alternativen
werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
2a | weist nach, dass Die Koordinaten der drei Punkte A, B und C erfiillen die gegebene | 4
die Gleichung Gleichung:
Xp +2%3 = 17 die | PunktA: 0-(—45)+1-17 +2-0 = 17.
gbe_ne d‘;:h die | punktB:0-(35) +1-17+2-0 = 17.
reiPunkte A B 5, 1ic0-(10)+1-342-7=17.
und C festlegt. ) ) . . : .
Da die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen, legen sie eine
Ebene fest. Also beschreibt die Gleichung x, + 2x; = 17 die Ebene,
die durch die Punkte A, B und C festgelegt wird.
2b best;immt die Ko- | Da BA parallel zu CD ist, ist D(d, | 3 | 7). 4
ordinaten des Die Koordinate d; ergibt sich aus dem Abstand von B zu C.
Punkts D, der das Barsckisiitis:
Dreieck durchdie | | _}g.
Punkte A, Bund C chl - |AD|
zu einem gleich- & /252 +142+72 = JE45—d)? + 142 + 72
schenkligen Tra- | _, 252 — (—45 — d,)?
ez ABCD erginzt.
P g & —45—d, =25V —45—d, = —25
Die Lésung d; = —70 fiihrt zu einem Parallelogramm
und nur der Wert d; = —20 fiihrt zum abgebildeten Trapez.
Also ist D(—20| 3| 7).
2c | erganzt begriindet | Da sowohl A(—45| 17 | 0) als auch B (35|17 | 0) mitx, = 17 inder | 4
die fehlenden Ska- | x,-x,-Ebene liegt, kann der Schnitt der Strecke von A nach B mit der
lierungen der Ach- | x,-Achse als 17 ermittelt werden. Da dies etwa nach 8,5 Kistchen
sen in Abbildung | der x,-Achse liegt, kann auf der x,-Achse nach zwei Kistchen der
2.1 durch jeweils [ Skalierungswert 4 festgelegt werden.
drei Zahlenwerte | Vom Schnitt der Strecke von A nach B mit der x,-Achse sind es etwa
auf der x,-Achse neun Kistchendiagonalen zu B und etwa elf Kiastchendiagonalen zu
und der x,-Achse. | A, Das bedeutet, dass auf der x,-Achse nach einer Kistchendiago-
nale der Skalierungswert 4 festgelegt werden muss.
12 ] -
10
8
6
c
4
2
L ¥
4
Eys
16
20
24
- 28
32 B
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Aufgaben 1 B und 2 eA Analytische Geometrie Losung
Anforderungen Modelll6sungen
2d | erstellt fiir die Die Mitte des unteren Randes ist der Punkt M(m;| 17 |0). 6

Fahrbahn des Mi-
niatur-Autos , Ti-
ger” auf der schie-
fen Ebene eine Ge-
radengleichung
und

gibt das Intervall
an, in dem der Pa-
rameterr liegen
muss, und

zeichnet den Ver-
lauf der Geraden g
in das Koordina-
tensystem in Ab-
bildung 2.1 ein.

Dabei ist die Koordinate m; bestimmt durch
m; = 0,5+ (—45+ 35) = —5.
Als Geradengleichung ergibt sich mit S(—5| 3| 7) z. B.:

-5 0
g:§=(3)+r-(14)
7 -7

In Abhingigkeit von der gewihlten Darstellung in g kann das Inter-
vall fiir den Parameter r angegeben werden. Hier ist fiir r = 0 der
Startpunkt S und fiir r = 1 der Punkt M erreicht. Also ist das Inter-
val0 <r<1.

Die Gerade kann als Verbindungslinie der Mittelpunkte zwischen C
und D, dem Punkt S, sowie zwischen A und B, dem Punkt M, ge-
zeichnet werden:

2e | berechnet die Die Linge des Richtungsvektors ist 4
Lange des Rich- 10
tungsvektors von f (34) = /102 + 342 + (2
und 0
= V1256
~ 35,44
IHETHEEHET die- | pey Richtungsvektor hat eine Liange von etwa 35,4 cm.
I Tiger legt also in einer Sekunde 35,4 cm zuriick. Das kann als Ge-
zusammenhang. S m . .
schwindigkeit von 0,354 < interpretiert werden.
2f | leitet den Term Der rechte Term der Ungleichung kann mit dem minimalen Ab- 6*
auf der rechten stand zwischen einem Punkt und einer Geraden hergeleitet wer-
Seite der angege- | den:
benen Unglei- Mit dem Punkt R(r;| rp| 0) und der Geradengleichung
chung her und -3 10
Ex= (23,8) + ( 34) ergibt sich:
0 0
. ry -3+ 10t
|XP| = (m) = (23,8 + 34t>
0 0
= (r; +3—10t)2 + (r, — 23,8 — 34t)2
Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 B und 2 eA Analytische Geometrie Losung
Anforderungen Modelll6sungen
zu | interpretiert den | Mit der halben Breite des Miniatur-Autos von 2 cm und dem hal-
2f | Wert 3,0. ben Durchmesser des Pfostens von 10 mm (= 1 cm) ergibt sich der
Wert 3,0.
Der Abstand zwischen dem Hindernis und der Fahrbahn, die als
Gerade ohne Ausdehnung beschrieben wird, muss dann gréfier als
3,0 (Zentimeter) sein, so dass sich die Ungleichung
3,0 < /(r; +3—10t)% + (r, — 23,8 — 34t)2 ergibt.
2g | untersucht, ob ,Ti- | Fiir die Untersuchung kann der gegebene Term durch das Einset- 6*
ger an dem Pfos- | zen der Koordinaten des Punktes P(4,3 |39 |0) zur Abstandsbe-
ten im Punkt P stimmung genutzt werden:
Korbe‘fahren IXP| = V(@3 + 3 — 1002 + (39 — 23,8 — 34t)?
ann.
=(7,3 — 10t)2 + (15,2 — 34t)2
= /7,32 — 146t + 100t2 + 15,22 — 1033,6t + 115612
= /1256t2 — 1179,6t + 284,33
Der Betrag ist minimal, falls 1256t? — 1179,6t + 284,33 minimal ist,
also fiir den Wert t, der sich aus der Gleichung
2512t- 1179,6 = 0ergibt.
_ 11796 _ 2949
Daraus folgt t = S
. 2
Dann ist |XP| = J 1256 (=) —1179,6 - (=) + 284,33
6280 6280
Also: Iﬁl ~ 2,71 [cm]
Der Abstand zwischen der Geraden f und dem Punkt P betrigt
etwa 2,71 cm. Er ist somit grofer als die halbe Wagenbreite von
2,0 cm. Doch die Differenz ist kleiner als der halbe Durchmesser
des Pfostens von 10 mm und somit schafft , Tiger” es nicht an dem
Pfosten im Punkt P vorbei zu fahren.
2h | ermittelt nihe- Durch das Kippen der Startrampe kann die Héhe und damit auch 6*
rungsweise die die Neigung verandert werden, ohne dass die Rampe an den Punk-
Hohe h, die die ten A und B veridndert werden muss. Die gesuchte Hohe ist dann
obere Kante der die Gegenkathete in einem rechtwinkligen Dreieck.
Startrampe. ha‘ben Fiir ein solches rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse c kann
sol'lte, damit eine | 7, B. die Mitte des unverinderten unteren Randes M(—5| 17 |0)
Nelg}mg Vo 15° und der durch das Kippen verdnderte ,Startpunkt” S, .,,(—5| x5 |h)
erreicht wird. genutzt werden, der identisch in der ersten Koordinate mit M ist.
Als dritter Punkt im rechtwinkligen Dreieck ergibt sich der Punkt
Q(—5| x| 0), der in der x4-x,-Ebene unterhalb von S, liegt.
Fiir die Hohe h soll in diesem Dreieck gelten:
h = c-sin(15°).
Die Hypotenuse c kann in dem rechtwinkligen Dreieck vor dem
Kippen mit den Punkten M(—5| 17| 0) und S(—5| 3 |7) sowie
Q(—5] 3 |0) berechnet werden.
Somit ist die gesuchte Héhe
h = /142 + 72 - sin(15°)
~ 4,05
Die gesuchte Héhe sollte also etwa 4 cm betragen.
40
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Aufgaben 1 A und 2 eA Lineare Algebra

Losung

Aufgabe 1 A: mit Linearer Algebra

Graph der
Funktion f;, im
Schnittpunkt mit
der Ordinaten-
achse die Steigung
m = —b hatund

berechnet den
Wert fiir den
Parameterb so,
dass der Graph
mit der
Abszissenachse
eine Flache von
4 FE einschliefdt.

Damit gilt m = f,"(0) = —b.

Bestimmen der Nullstellen als Integrationsgrenzen:

0=05'x*—b-x

= 0=x-(05-x2—b)
=x=0v05:x2—b=0

ox=0vx2=2b

&x=0vx=v2bvx=—/2b

Fortsetzung nédchste Seite

Anforderungen Modelll6sungen
Grundsatzlich gilt fiir jede Teilleistung:
Der gewihlte Lésungsansatz und Lésungsweg miissen nicht
identisch mit dem der Modelll6sung sein. Sachlich richtige
A2 | Der Priifling ... Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender BE
Punktzahl bewertet.
Bemerkung:
Bei Multiple-Choice-Aufgaben gilt der jeweils angegebene Hinweis.
la | skizziert den F(k) J 5
Graphen einer ] ;
moglichen
Stammfunktion F
von fin das obere
Koordinaten-
system
(Abbildung 1.1) F
und
0
entscheidet Aussage Entscheidung und Begrindung
begriindet, ob die
Aussage wahr
oder falsch ist. Der Funktionsgraph von | Die Aussage ist wahr.
f* besitzt zwei Wende- Der Graph von f’(x) wechselt zweimal sein Kriim-
punkte. mungsverhalten, also besitzt der Graph von f '(x)
zwei Wendepunkte.
1b | zeigt, dass der Esgilt: f,"(x) = 1,5x2 — b 5
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Aufgaben 1 A und 2 eA Lineare Algebra Losung

Anforderungen Modelll6sungen

Z‘; Eine mégliche Stammfunktion ist Fy (x) = %x* - % b - x?
1

Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung geniigt es, den
Flicheninhalt im II. Quadranten zu betrachten. Dieser ist 2 FE grof3.

Fiir den Inhalt der gesuchten Fliche gilt:

0
2-[ fp(x)dx =4
—V2b

& 2- [y GI° 5 = 4

o (g (V) -gb- (V) =2

(1 4h? 1b 2b)~2
<" \3 2 B
1
—2:
@zb 2
=b%2=4

b=2 vb=-2
Aufgrund der Einschriankung b > 0 gibt es nur die Lésung b = 2.

lc [ bestimmt einen Fiir Nullstellen gilt: f, ,(x) = 0 5
Term fiir alle < 0=a-cos(b-x)+a
Nullstellen von f,}, | & —1 = cos(b - x)
und .

Damit liegt eine Nullstelle bei x =

o

Durch die Periodenlidnge p = ZITT[ ergibt sich der Term fiir alle
Nullstellen:

™ 27 =
;+n & mitn € Z.

g g Hinweis: Fir jedes richtige Kreuz gibt es einen Punkt, fiir jedes falsche Kreuz gibt es

entscheldet, Ob dle null Punkte, nicht angekreuzte Zeilen bleiben neutral (null Punkte). wahr | falsch
Aussagen wahr

g . Fir alle x gilt: Wenn a < 0, dann gilt f,.;,(x) < 0. X
oder falsch sind.

Es gilt: g,.(x) = f,., (x) fiir alle x. x
1d | erldutert, warum | Mit dem Satz vom Nullprodukt lassen sich mithilfe der 5

zwischen dem Linearfaktordarstellung drei Nullstellen ermitteln. Somit werden

Graphen von fund
der Abszisse zwei
Fliachen einge-
schlossen werden
und

zwei Flachen zwischen Graph und Abszisse eingeschlossen.

begriindet ohne Durch die doppelte Nullstelle an der Stelle x = 4 hat f im Punkt
Rechnung, dass P(4|0) eine waagerechte Tangente. Somit gilt: f'(4) = 0.

f'(4) = 0 gilt
und Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 A und 2 eA Lineare Algebra

Losung

Anforderungen Modelll6sungen
zu | ermittelt die Anwendung des Distributivgesetzes:
1d | Gleichung der f(x) = (x% +x) - (x — 4)2
AblelFungs,- Anwendung der Produkt- und Kettenregel:
funktion f’.
ffx)=x+1)- x—4)2?+(x%2+x):2-(x—4)
le | entscheidet Durch Berechnen der Uberginge kann die Entscheidung getroffen
begriindet, werden:

welches der
Diagramme in

Abbildung 1.4 den 0 02 1 0 0

Zusammenhang

fiir den gegebenen | /0 0,8 0 0 80

Ubergangsgra- (1 0 0) s (100) = < 0 ) = n = 2: 80 Objekte in Zustand A
phen korrekt 0 02 1 0 20

widerspiegelt und

erliutert, warum 0 08 0\ /80 0

sich langfristig alle (1 0 0) » ( 0 ) = (80) = n = 3: 0 Objekte in Zustand A
Objekte in Zustand [ \0 0,2 1 20 20

C befinden ) ) )
werden. Das Diagramm 2 spiegelt den Zusammenhang korrekt wider.

0 08 O 100 0
(1 0 0) : ( 0 ) = <100> = n = 1: 0 Objekte in Zustand A

Ein Objekt in Zustand C kann diesen Zustand aufgrund der
Ubergangswahrscheinlichkeit von 100 % von C zu C nicht wieder
verlassen. Der Knoten C ist eine Senke, die von allen anderen
Knoten des Ubergangsgraphen erreicht wird. Daraus folgt die
Aussage.

1f | weist nach, dass Es gilt:
fiir die gegebenen 2 0 1\T /0.2 a b\T
Matrizen ATzpF= (1 0 1) 103 c—02 1)
AT-DT=(D-A)T 010 \o5 ¢ 0
gilt und 2 10 0,2 0,3 0,5
=<0 0 1)' a ¢—02 c)
1 10 b 1 0
a+04 c+04 c+1
= ( b 1 0 )
a+02 c¢c+01 c+0,5
a+04 b a+0.2\"
= (c+0,4 1 c+0,1>
c+1 0 c+0,5
T
0,2 a b 2 0 1
= (0,3 c—0,2 1> . (1 0 1)
0,5 c 0 0 1 0
= (D . A)T
bestimmt den 0,2 a b
Wert des Gegeben: D = (0,3 c—0,2 1)
Parameters b und 0,5 c 0

die Intervalle fiir
die Werte der
Parameteraund ¢
so, dass die Matrix
D stochastisch ist.

Aus der ersten Spalte ist ersichtlich, dass die Spaltensumme 1
ergibt (Zeilensumme 1 ist wegen der zweiten Zeile nicht méglich).

Dies muss ebenso fiir die zweite und die dritte Spalte gelten:
b+1+0=1b=0

adie—0.2:be=1<ya=1,2=2<¢
Fortsetzung nichste Seite
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Aufgaben 1 A und 2 eA Lineare Algebra

Losung

Anforderungen

Modelll6sungen

AR

Die Elemente einer stochastischen Matrix entstammen dem

1f Intervall [0; 1].
Aus dy, = ¢ — 0,2 folgt somitc = 0,2
Ausa = 1,2 — 2 - cfolgt somita < 0,8 und c < 0,6.
Fiir die Parameter a und c ergibt sich somit:
0<a<08und0,2 <c<0,6.
1g | bestimmt alle Die Multiplikation zueinander inverser Matrizen ergibt als Produkt | 5
Wertetripel die Einheitsmatrix:
(a; b; c) so, dass a2 by.f 025 0y_/1 0
die Matrizen K (a a) (—0,25 c) N (0 1)
und L zueinander | Daraus lassen sich vier Gleichungen erstellen:
invers sind. I 0’25 . aZ _ 0'25 -b=1
II b:c=0
I 025-a—025-a=0  (Aussageist wahr.)
IV arc=1
Aus Gleichung II ergeben sich mit dem Satz vom Nullprodukt zwei
Fille:
1.Fall:c=0
Dies fiihrt zum Widerspruch mit Gleichung IV.
2.Fall:b=20
Mit der Gleichung I ergibt sich durch Einsetzen und
Aquivalenzumformungen:
0,25-a2-025-0 =1
& 0,25-a% =
= a?=4
& a=2Va=-2
Durch Einsetzen in IV kann jeweils ¢ berechnet werden:
1.Fall:a=2 2.Fall:a= -2
2:c=1 —2'c=1
1 1
&S C== S C=—=
2 2
. i 1 1
Die Tripel lauten: (2, 0; 5) und (—2, 0; —3).
1h | gibtjeweils den Die Matrix A ist vom Typ 2 X 4, 5
Typ der Matrizen | die Matrix D vom Typ 2 X 2.
Aund D an und
erldutert, warum | Damit die Multiplikation A - B definiert ist, muss die Matrix B 4
der Typ der Zeilen besitzen. Die Matrix C besitzt 4 Spalten, da M 4 Spalten hat.
Matrizen B und C Die Anzahl der Spalten der Matrix B muss genauso grof3 sein wie
nicht eindeutig die Anzahl der Zeilen der Matrix C, jedoch kann keine eindeutige
bestimmt werden | Zahlenangabe aus dem Typ der Produktmatrix hergeleitet werden.
iffmfzi}md (B+X)-A=X-C+B-C
SEhTE o B-A+X-A=X-C+B-C
Matrizengleichung | _, B-A—B-C=X-C—X-A
nach X auf. P B-(A—C)=X-(C—A)
- —B-(C—A)=X-(C—A)
& -B-(C-A)-(C-A)1=X
= —B =X (Vereinfachung nicht gefordert)
40
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Aufgaben 1 A und 2 eA Lineare Algebra

Losung

Aufgabe 2: Digitale Spiele

Fortsetzung nédchste Seite

Anforderungen Modelll6sungen
Grundsitzlich gilt fiir jede Teilleistung:
Der gewihlte Losungsansatz und Lésungsweg miissen nicht
A2 | Der Priifling ... identisch mit dem der Modelllésung sein. Sachlich richtige BE
Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender
Punktzahl bewertet.
2a | erlautert die a;3 = 2000 6
Matrizenelemente | Eine Jungkréte legt durchschnittlich 2 000 Eier pro Periode (6
13,243 Und ag4 im | Monate) sowohl in Australien als auch in Stidamerika.
Sachzusammen- a,3 = 0,04
han,c_i u'n}cll di Die Wahrscheinlichkeit der Jungkréte in die Entwicklungsstufe der
xz*lgjt El;it dleer?:n adulten Kréte zu gelangen, betrigt in Australien 4 % und istin
Stidamerika mit 0,5 % sehr viel geringer. (Die Entwicklungsstufe
aus dem e - . i .
s ,2adulte Krote" wird nach einer Periode erreicht.)
Ubergangs-
ay, = 0,6
graphen. ] ) ] ) )
Auch die erwachsenen Kréten haben in Australien mit 60 % eine
hohere Uberlebenswahrscheinlichkeit als in Siidamerika, dort
betrigt diese 50 %.
2b | berechnet ausge- | Anfangspopulation:%,=(0 0 0 10)T 5
hend von Fler Ein Jahr entspricht zwei Perioden,
urspriinglichen . 10 Jahre entsprechen 20 Perioden.
Anfangspopulation
Vo der zehn Fiir die Population nach einem Jahr ist zu rechnen:
adulten Aga- 0 0 2000 10000\ > 0
Kroten und der fiir 2 » _ (0,05 0 0 0 0
Australien A"Vo={ "9 003 0 o] | o
angegebenen 0 0 0,04 0,6 10
Matrix A die 60 000
Anzahl der _[| 5000
Jungkroten und 0
adulten Kréten 3,6/
nach einem Jahr 60 000
und nach 5000
zehn Jahren. 0 /
4
Nach 10 Jahren:
0 0 2000 10000\*° / 0
ap e | 0:05 0 0 0 0
AT Vo=| "9 003 0 o | o
0 0 0,04 0,6 10
188 530 051,58
- 6 645 950,47
- 87 902,88
5111,96
188 530 052
6 645 950
87 903
5112
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Aufgaben 1 A und 2 eA Lineare Algebra Losung
Anforderungen Modelll6sungen
zZu Nach einem Jahr ist die Zahl der erwachsenen Kréten auf ca. vier
2b Exemplare gesunken und es hat sich noch keine Jungkréte in dieser
Zeit entwickeln kénnen.
Nach 10 Jahren gibt es ca. 5 112 adulte Kréten und ca.
87 903 Jungkréten.
2c | zeigt, dass die Mit der inversen Matrix kann der Bestand der Vorperiode (Vsz0) 4
Behauptung des bestimmt werden:
Schiilers richtigist | Vg0 = A7 * Vyz1
und 0 0 2000 10000\ ' /2200000
_ [ 0,05 0 0 0 100 000
B 0 0,03 0 0 900
0 0 0,04 0,6 68
2000 000
30000
800
60
gibt die Anzahl der | Die Behauptung des Schiilers ist somit richtig
Jungkréten im und es gab 800 Jungkraten.
September 2020
an.
2d | begriindet, warum 0 0 100 k 7*
die neue Popula- W i 005 0 0 0
tionsmatrix Apey eE 0 003 0 0
gilt und 0 0 002 05

bestimmt die
durchschnittlich
gelegten Eier einer
adulten Kréte und

Jungkréten legten vor dieser Mafdname 2 000 Eier, mit der
Mafdnahme 95 % weniger, also legen sie noch 5 % bzw. 100 Eier.
Der Parameter k steht fiir die Anzahl der Eier, die eine adulte
Kréte nach dieser Mafdnahme durchschnittlich legt.

Da die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die Entwicklung der
Eier in Kaulquappen und der Kaulquappen in Jungkréten von
dieser Mafdnahme nicht betroffen sind, wurden diese Werte aus
der vorigen Populatonsmatrix A iibernommen.

Durch das Entnehmen der an den Zaunen eingesammelten Kréten,
ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Jungkroéte sich zur adulten
Krote weiterentwickelt, um 50 % gesunken und somit mit 0,02 nur
noch halb so grofd wie in Matrix A. Bei den adulten Kréten sinkt die
Uberlebenswahrscheinlichkeit — bzw. die Wahrscheinlichkeit auch
in der nichsten Periode Teil des Okosystems zu sein — auf 50 %,
dies entspricht dem Wert 0,5 in der Matrix A,

Mit der neuen Populationsmatrix und den Vektoren ergibt sich:

0 0 100 k\ /1500000 1000 000
005 0 0 0 50000 [ 75000
0 003 0 0 1000 | 1500
0 0 002 05 360 y

Aus der Matrizengleichung ergeben sich zwei lineare Gleichungen,
aus der einen kann die durchschnittlich gelegte Eieranzahl k und
aus der anderen die Anzahl der adulten Kréten y ermittelt werden:

Fortsetzung nédchste Seite
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Aufgaben 1 A und 2 eA Lineare Algebra

Losung

Anforderungen

Modelll6sungen

Zu

2d

bestimmt die
Anzahl der adulten
Kroten in der
Folgeperiode und

bestimmt die
Anzahl der
eingesammelten
adulten Kréten.

[ 100000+ 360-k=1000000 < k=2500
Eine adulte Kréte legt somit durchschnittlich nur noch 2 500 Eier.

II 20+180 =y &y =200
In der Folgeperiode gibt es nur noch 200 adulte Kréten.

Da die Uberlebenswahrscheinlichkeit durch das Einsammeln um
10 Prozentpunkte sinkt, werden 10 % der 360 adulten Kréten
also 36 adulte Kréten eingesammelt und dem Okosystem fiir
immer entnommen.

gangswahrscheinlichkeit b.
Auflerdem giltx = % , das bedeutet, dass die Anzahl der Spieler,

die PC-Plattformen nutzen, unabhingig von der
Ubergangswahrscheinlichkeit b ist und 0,6 Milliarden betrigt.

Fortsetzung nédchste Seite

2e | untersucht, fiir Soll sich als vierte Potenz der Matrix die Einheitsmatrix ergeben, 7
welche Werte der | so miissen die Elemente dieser Matrix P auf der Hauptdiagonalen
Parameter a,b,c,d,e | den Wert 1 annehmen und alle anderen Elemente den Wert null:
und f die vierte Aus p;; = pyz =p3z=1folgt a-b-d-e=1
Potenz der . B .
Populationsmatrix | Di€ Parameter ¢ und f miissen den Wert null annehmen, damit
die Einheitsmatrix | €inerseits pg4 = 1 erfiillt ist und damit alle Elemente, die nicht auf
ergibt und der Hauptdiagonalen liegen, den Wert null annehmen, denn diese

sind Produkte oder Summen aus Produkten mit den Faktoren ¢
und f.
interpretiert die Die Jungkréten diirfen fiir ein zyklisches Wachstum keine Eier
Ergebnisse im legen (c = 0) und die adulten Kréten diirfen nur eine Periode fiir
Sachzusammen- eine Eiablage leben (f = 0). Dabei legen sie gerade soviele Eier,
hang. dass sie sich unter Beriicksichtigung der Wahrscheinlichkeiten, in
die nichste Entwicklungsstufe zu gelangen, reproduzieren
(a-b-d-e=1).

2f | erlautert die 72 % der Spieler, die die PC-Plattform nutzen, bleiben der PC- 4
Zahlenwerte der Plattform treu, 20 % wechseln zur Konsolen-Plattform und 8 % zu
ersten Spalte der | Mobile-Plattformen.

Matrix S im

Sachzusammen-

hang und

berechnet, wie Es gilt:

viele Spieler der 0,2-0,5Mrd. +0,04- 1,1 Mrd. = 0,144 Mrd.
anderen Insgesamt 144 Millionen Spieler wechselten zur Konsole.
Plattformen im

Jahr 2020

insgesamt zur

Konsole

gewechselt haben.

2g | interpretiert die Mit der Lésungsmenge L wird eine (iliberabzihlbar) unendliche s
Lésungsmenge Losungsmenge beschrieben.
und Die Ubergangswahrscheinlichkeit a ist abhingig von der Uber-
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Aufgaben 1 A und 2 eA Lineare Algebra Losung

Anforderungen

Modelll6sungen

Zu

gibt jeweils das
Intervall fiir die
Anzahl der
Konsolen-Spieler y
und die Anzahl der
Mobile-Spieler z
sowie fiir die
Ubergangswahr-
scheinlichkeit a an.

Ausy = —%- t+ % und z = % -t + 1ist ersichtlich, dass die Anzahl

der Spieler, die Konsolen nutzen sowie die Anzahl der Mobile-
Spieler, abhingig von der Ubergangswahrscheinlichkeit b = t ist.
Die Anzahl der Konsolen-Spieler verringert sich und die Anzahl
der Mobile-Spieler erhoht sich, je héher die
Ubergangswahrscheinlichkeit b ist.

Intervall fiir die Konsolen-Spielery: 0,55 <y < 0,7
Intervall fiir die Mobile-Spielerz: 1 <z < 1,15

Intervall fiir die Ubergangswahrscheinlichkeita: 0 < a < %

40
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Aufgaben 1 B und 2 eA Lineare Algebra

Losung

Aufgabe 1 B: mit Linearer Algebra

Graph der
Funktion f;, im
Schnittpunkt mit
der Ordinaten-
achse die Steigung
m = —b hatund

berechnet den
Wert fiir den
Parameterb so,
dass der Graph
mit der
Abszissenachse
eine Flache von
4 FE einschliefdt.

Damit gilt m = f,"(0) = —b.

Bestimmen der Nullstellen als Integrationsgrenzen:

0=05'x*—b-x

= 0=x-(05-x2—b)
=x=0v05:x2—b=0

ox=0vx2=2b

&x=0vx=v2bvx=—/2b

Fortsetzung nédchste Seite

Anforderungen Modelll6sungen
Grundsatzlich gilt fiir jede Teilleistung:
Der gewihlte Lésungsansatz und Lésungsweg miissen nicht
identisch mit dem der Modelll6sung sein. Sachlich richtige
A2 | Der Priifling ... Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender BE
Punktzahl bewertet.
Bemerkung:
Bei Multiple-Choice-Aufgaben gilt der jeweils angegebene Hinweis.
la | skizziert den F(k) J 5
Graphen einer ] ;
moglichen
Stammfunktion F
von fin das obere
Koordinaten-
system
(Abbildung 1.1) F
und
0
entscheidet Aussage Entscheidung und Begriindung
begriindet, ob die
Aussage wahr
oder falsch ist. Der Funktionsgraph von | Die Aussage ist wahr.
f* besitzt zwei Wende- Der Graph von f’(x) wechselt zweimal sein Kriim-
punkte. mungsverhalten, also besitzt der Graph von f '(x)
zwei Wendepunkte.
1b | zeigt, dass der Esgilt: f,"(x) = 1,5x2 — b 5
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Aufgaben 1 B und 2 eA Lineare Algebra

Losung

Anforderungen

Modelll6sungen

AR

1b

Eine mégliche Stammfunktion ist Fy (x) = %x* - ; b - x?

Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung geniigt es, den
Flacheninhalt im II. Quadranten zu betrachten. Dieser ist 2 FE grof3.

Fiir den Inhalt der gesuchten Fliche gilt:

0

2- f fp(x)dx =4
—V2b

o 2[RI 5 = 4

o (g (V) -gb- (V) =2

(1 2ty Zb)—z
“~\3 2 -

1
=h% =2
s

=b2i=4
b=2 vb=-2
Aufgrund der Einschriankung b > 0 gibt es nur die Lésung b = 2.

1c

weist rechnerisch
nach, dass der
Graph der
Funktion fy im
1.2
Punkt E (; | a)
eine waagerechte

Tangente besitzt
und

entscheidet, ob die
Aussagen wahr
oder falsch sind.

In einem Punkt mit waagerechter Tangente gilt fi,'(x) = 0
fi/(x) =2 e KX —k-2-x-e7kx
0=2-e k% _k-2.x-e7k%

o x ==
Tk

(@) -1
k) k-e

: : : i
Also besitzt der Graph der Funktion fy im Punkt E (; | :() eine
waagerechte Tangente.

Hinwels: Fir jedes richtige Kreuz gibt es elnen Punkt, flir jedes falsche Kreuz glbt es
null Punkte, nicht angekreuzte Zeilen bleiben neutral (null Punkte).

a(x)

wahr | falsch

Der nebenstehende Graph g
stellt die Funktion
fi mitk = 0,5 dar.

Es gilt: f/(x) = e %% 2.1 (x - 2).

Also gilt i (x) > 0 fiir alle x > i

1d

erldutert, warum
zwischen dem
Graphen von f und
der Abszisse zwei
Flachen einge-
schlossen werden
und

Mit dem Satz vom Nullprodukt lassen sich mithilfe der
Linearfaktordarstellung drei Nullstellen ermitteln. Somit werden
zwei Flachen zwischen Graph und Abszisse eingeschlossen.

Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 B und 2 eA Lineare Algebra Losung
Anforderungen Modelll6sungen
Zu | begriindet ohne Durch die doppelte Nullstelle an der Stelle x = 4 hat f im Punkt
1d | Rechnung, dass P(4|0) eine waagerechte Tangente. Somit gilt: f'(4) = 0.
f'(4) = 0 gilt
und

ermittelt die

Anwendung des Distributivgesetzes:

Gleichung der f(x) = (x® + x) - (x — 4)2
AbleiEE Anwendung der Produkt- und Kettenregel:
funktion f'. g gen
ffx)=02x+1) - x—4)?+x2+x):2:-(x—4)
le | entscheidet Durch Berechnen der Uberginge kann die Entscheidung getroffen
begriindet, werden:

welches der
Diagramme in
Abbildung 1.4 den
Zusammenhang
fiir den gegebenen
Ubergangsgra-
phen korrekt
widerspiegelt und
erldutert, warum
sich langfristig alle
Objekte in Zustand
C befinden
werden.

0 08 0 100 0
(1 0 0) ‘10 ) = (100) = n = 1: 0 Objekte in Zustand A

0 02 1 0 0

0 08 0 0 80
(1 0 0) . 100) = ( 0 ) = n = 2: 80 Objekte in Zustand A

0 02 1 0 20

0 08 0 80 0
(1 0 0) 10 ) = (80) = n = 3: 0 Objekte in Zustand A

0 02 1 20 20

Das Diagramm 2 spiegelt den Zusammenhang korrekt wider.

Ein Objekt in Zustand C kann diesen Zustand aufgrund der
Ubergangswahrscheinlichkeit von 100 % von C zu C nicht wieder
verlassen. Der Knoten C ist eine Senke, die von allen anderen
Knoten des Ubergangsgraphen erreicht wird. Daraus folgt die
Aussage.

1f

weist nach, dass
fiir die gegebenen
Matrizen

AT-DT = (D-A)T
gilt und

bestimmt den
Wert des
Parameters b und
die Intervalle fiir
die Werte der

Es gilt:
;&

T 0.2 a b
1 (03 c—0,2 1)
0

2 0,3 0,5
)'(a c—0,2 c)
b 1 0
+04 c+04 c+1
b 1 0 )
c+01 c+05
b a+0,2>T

c+04 1 ¢+0,1
c+1 0 c+05

T
a b 2 0 1
(0,3 c—0,2 1) . (1 0 1)
0,5 c 0 0 1 0

=([D-A)T

0,2 a b
Gegeben: D = (0,3 c—0,2 1)
0,5 & 0

Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 B und 2 eA Lineare Algebra Losung
Anforderungen Modelll6sungen
zu | Parameter aund c¢ | Aus der ersten Spalte ist ersichtlich, dass die Spaltensumme 1
1f | so, dass die Matrix | ergibt (Zeilensumme 1 ist wegen der zweiten Zeile nicht méglich).

D stochastisch ist.

Dies muss ebenso fiir die zweite und die dritte Spalte gelten:
b+1+0=1<b=0
a+tc—02+c=1a=12-2-c

Die Elemente einer stochastischen Matrix entstammen dem
Intervall [0; 1].

Aus dy; = ¢ — 0,2 folgt somitc = 0,2

Ausa = 1,2 — 2 - cfolgt somita < 0,8 und c < 0,6.

Fiir die Parameter a und c ergibt sich somit:
0<a<08und02<c<0,6.

und L zueinander
invers sind.

1g | bestimmt alle Die Multiplikation zueinander inverser Matrizen ergibt als Produkt
Wertetripel die Einheitsmatrix:
(a; b; c) so, dass a2 b 025 0 1 0
die Matrizen K (a a) ' (—0,25 c) - (0 1)

Daraus lassen sich vier Gleichungen erstellen:
I 025:a2-025-b=1

II b:c=0
I 025-a—025-a=0  (Aussage ist wahr.)
IV arc=1

Aus Gleichung II ergeben sich mit dem Satz vom Nullprodukt zwei
Fille:

1.Fall:c=0
Dies fithrt zum Widerspruch mit Gleichung IV.
2.Fal:b=10

Mit der Gleichung I ergibt sich durch Einsetzen und
Aquivalenzumformungen:

0,25-a2—-0,25-0 =1
= 025-a%2=1
= a2 =4

& a=2Va=-2

Durch Einsetzen in IV kann jeweils ¢ berechnet werden:

1.Fall:a=2 2.Fall:a=-2
2wg=:1 —=2'e¢=1

1 1

&S C==- oS C=—m=

2 2

Die Tripel lauten: (2; 0;%) und (—2; 0; —%)

1h | gibtjeweils den Die Matrix A ist vom Typ 2 X 4,
Typ der Matrizen | die Matrix D vom Typ 2 X 2.
Aund D an und
erliutert, warum | Damit die Multiplikation A - B definiert ist, muss die Matrix B 4
der Typ der Zeilen besitzen. Die Matrix C besitzt 4 Spalten, da M 4 Spalten hat.
Matrizen Bund C | Die Anzahl der Spalten der Matrix B muss genauso grof3 sein wie
nicht eindeutig die Anzahl der Zeilen der Matrix C, jedoch kann keine eindeutige
bestimmt werden | Zahlenangabe aus dem Typ der Produktmatrix hergeleitet werden.
kann und

Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 B und 2 eA Lineare Algebra

Losung

Anforderungen Modelll6sungen
zu | lost die (B+X):-A=X:-C+B-C
1h | Matrizengleichung | & B-A+X-A=X-C+B-C
nach X auf. = B-A—B:-C=X-C—X-A
N B-(A—C) =X-(C—A)
= —B:-(C—A)=X-(C—A)
& -B-(C—A):-(C—A)1=X
=

—B =X (Vereinfachung nicht gefordert)

40
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Aufgaben 1 B und 2 eA Lineare Algebra

Losung

Aufgabe 2: Digitale Spiele

hend von der
urspriinglichen
Anfangspopulation
V, der zehn
adulten Aga-
Kréten und der fiir
Australien
angegebenen
Matrix A die
Anzahl der
Jungkroten und
adulten Kréten
nach einem Jahr
und nach

zehn Jahren.

Ein Jahr entspricht zwei Perioden,
10 Jahre entsprechen 20 Perioden.

Fiir die Population nach einem Jahr ist zu rechnen:

0 0 2000 10000\ 2 0
0,05 0 0 0} (o
0 0,03 0 0 0

0 0 0,04 0,6 10
60 000

5000
0

3,6

60 000
5000

0
4/
Nach 10 Jahren:

0 0 2000 10000\ 2°
0,05 0 0 0
0 0,03 0 0

0 0 0,04 0,6 1
188530 051,58

6 645 950,47

87 902,88

511196
188530 052
6 645 950
87903
5112

2 =
A'Vo—

90353
AP v, =

(==l e R e

~

Fortsetzung ndchste Seite

Anforderungen Modelllésungen
Grundsitzlich gilt fiir jede Teilleistung:
Der gewihlte Losungsansatz und Lésungsweg miissen nicht
A2 | Der Priifling ... identisch mit dem der Modelllésung sein. Sachlich richtige BE
Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender
Punktzahl bewertet.
2a | erliutert die a;3 = 2000 6
Matrizenelemen.te Eine Jungkréte legt durchschnittlich 2 000 Eier pro Periode (6
13,34z und a4, im [ Monate) sowohl in Australien als auch in Siidamerika.
Sachzusammen- 2., = 0.04
hang und 43 ’
e Die Wahrscheinlichkeit der Jungkréte in die Entwicklungsstufe der
xrftelc it dlese adulten Kréte zu gelangen, betrigt in Australien 4 % und istin
erte mit denen Stidamerika mit 0,5 % sehr viel geringer. (Die Entwicklungsstufe
aus dem . ; ) :
s ,2adulte Krote" wird nach einer Periode erreicht.)
Ubergangs-
Ags = 0,6
graphen. ] ) ) ) ]
Auch die erwachsenen Kréten haben in Australien mit 60 % eine
hohere Uberlebenswahrscheinlichkeit als in Stidamerika, dort
betrigt diese 50 %.
2b | berechnet ausge- | Anfangspopulation:%,=(0 0 0 10)T 5
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Aufgaben 1 B und 2 eA Lineare Algebra Losung
Anforderungen Modelll6sungen
zZu Nach einem Jahr ist die Zahl der erwachsenen Kréten auf ca. vier
2b Exemplare gesunken und es hat sich noch keine Jungkréte in dieser
Zeit entwickeln koénnen.
Nach 10 Jahren gibt es ca. 5 112 adulte Kréten und ca.
87 903 Jungkréten.
2c | zeigt, dass die Mit der inversen Matrix kann der Bestand der Vorperiode (Vsz0) 4
Behauptung des bestimmt werden:
Schiilers richtigist | Vg0 = A7 * Vyz1
und 0 0 2000 10000\ ' /2200000
_ [ 0,05 0 0 0 100 000
B 0 0,03 0 0 900
0 0 0,04 0,6 68
2000 000
30000
800
60
gibt die Anzahl der | Die Behauptung des Schiilers ist somit richtig
Jungkréten im und es gab 800 Jungkraten.
September 2020
an.
2d | begriindet, warum 0 0 100 k 7*
die neue Popula- W i 005 0 0 0
tionsmatrix Apey eE 0 003 0 0
gilt und 0 0 002 05

bestimmt die
durchschnittlich
gelegten Eier einer
adulten Kréte und

Jungkréten legten vor dieser Mafdname 2 000 Eier, mit der
Mafdnahme 95 % weniger, also legen sie noch 5 % bzw. 100 Eier.
Der Parameter k steht fiir die Anzahl der Eier, die eine adulte
Kréte nach dieser Mafdnahme durchschnittlich legt.

Da die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die Entwicklung der
Eier in Kaulquappen und der Kaulquappen in Jungkréten von
dieser Mafdnahme nicht betroffen sind, wurden diese Werte aus
der vorigen Populatonsmatrix A iibernommen.

Durch das Entnehmen der an den Zaunen eingesammelten Kréten,
ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Jungkrote sich zur adulten
Krote weiterentwickelt, um 50 % gesunken und somit mit 0,02 nur
noch halb so grofd wie in Matrix A. Bei den adulten Kréten sinkt die
Uberlebenswahrscheinlichkeit — bzw. die Wahrscheinlichkeit auch
in der nichsten Periode Teil des Okosystems zu sein — auf 50 %,
dies entspricht dem Wert 0,5 in der Matrix A,

Mit der neuen Populationsmatrix und den Vektoren ergibt sich:

0 0 100 k\ /1500000 1000 000
005 0 0 0 50000 [ 75000
0 003 0 0 1000 | 1500
0 0 002 05 360 y

Aus der Matrizengleichung ergeben sich zwei lineare Gleichungen,
aus der einen kann die durchschnittlich gelegte Eieranzahl k und
aus der anderen die Anzahl der adulten Kréten y ermittelt werden:

Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 B und 2 eA Lineare Algebra

Losung

Anforderungen

Modelll6sungen

Zu

2d

bestimmt die
Anzahl der adulten
Kroten in der
Folgeperiode und

bestimmt die
Anzahl der
eingesammelten
adulten Kréten.

[ 100000+ 360-k=1000000 < k=2500
Eine adulte Kréte legt somit durchschnittlich nur noch 2 500 Eier.

II 20+180 =y &y =200
In der Folgeperiode gibt es nur noch 200 adulte Kréten.

Da die Uberlebenswahrscheinlichkeit durch das Einsammeln um
10 Prozentpunkte sinkt, werden 10 % der 360 adulten Kréten
also 36 adulte Kréten eingesammelt und dem Okosystem fiir
immer entnommen.

gangswahrscheinlichkeit b.
Auflerdem giltx = % , das bedeutet, dass die Anzahl der Spieler,

die PC-Plattformen nutzen, unabhingig von der
Ubergangswahrscheinlichkeit b ist und 0,6 Milliarden betrigt.

Fortsetzung nédchste Seite

2e | untersucht, fiir Soll sich als vierte Potenz der Matrix die Einheitsmatrix ergeben, 7
welche Werte der | so miissen die Elemente dieser Matrix P auf der Hauptdiagonalen
Parameter a,b,c,d,e | den Wert 1 annehmen und alle anderen Elemente den Wert null:
und f die vierte Aus p;; = pyz =p3z=1folgt a-b-d-e=1
Potenz der . B .
Populationsmatrix | Di€ Parameter ¢ und f miissen den Wert null annehmen, damit
die Einheitsmatrix | €inerseits pg4 = 1 erfiillt ist und damit alle Elemente, die nicht auf
ergibt und der Hauptdiagonalen liegen, den Wert null annehmen, denn diese

sind Produkte oder Summen aus Produkten mit den Faktoren ¢
und f.
interpretiert die Die Jungkréten diirfen fiir ein zyklisches Wachstum keine Eier
Ergebnisse im legen (c = 0) und die adulten Kréten diirfen nur eine Periode fiir
Sachzusammen- eine Eiablage leben (f = 0). Dabei legen sie gerade soviele Eier,
hang. dass sie sich unter Beriicksichtigung der Wahrscheinlichkeiten, in
die nichste Entwicklungsstufe zu gelangen, reproduzieren
(a-b-d-e=1).

2f | erlautert die 72 % der Spieler, die die PC-Plattform nutzen, bleiben der PC- 4
Zahlenwerte der Plattform treu, 20 % wechseln zur Konsolen-Plattform und 8 % zu
ersten Spalte der | Mobile-Plattformen.

Matrix S im

Sachzusammen-

hang und

berechnet, wie Es gilt:

viele Spieler der 0,2-0,5Mrd. +0,04- 1,1 Mrd. = 0,144 Mrd.
anderen Insgesamt 144 Millionen Spieler wechselten zur Konsole.
Plattformen im

Jahr 2020

insgesamt zur

Konsole

gewechselt haben.

2g | interpretiert die Mit der Lésungsmenge L wird eine (iliberabzihlbar) unendliche s
Lésungsmenge Losungsmenge beschrieben.
und Die Ubergangswahrscheinlichkeit a ist abhingig von der Uber-
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Aufgaben 1 B und 2 eA Lineare Algebra Losung

Anforderungen

Modelll6sungen

Zu

gibt jeweils das
Intervall fiir die
Anzahl der
Konsolen-Spieler y
und die Anzahl der
Mobile-Spieler z
sowie fiir die
Ubergangswahr-
scheinlichkeit a an.

Ausy = —%- t+ % und z = % -t + 1ist ersichtlich, dass die Anzahl

der Spieler, die Konsolen nutzen sowie die Anzahl der Mobile-
Spieler, abhingig von der Ubergangswahrscheinlichkeit b = t ist.
Die Anzahl der Konsolen-Spieler verringert sich und die Anzahl
der Mobile-Spieler erhoht sich, je héher die
Ubergangswahrscheinlichkeit b ist.

Intervall fiir die Konsolen-Spielery: 0,55 <y < 0,7
Intervall fiir die Mobile-Spielerz:1 <z < 1,15

Intervall fiir die Ubergangswahrscheinlichkeita: 0 < a < %

40
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Aufgaben 1 A und 2 eA Stochastik

Losung

Aufgabe 1 A: mit Stochastik

Anforderungen

Modelll6sungen

Grundsatzlich gilt fiir jede Teilleistung:

Der gewihlte Lésungsansatz und Lésungsweg miissen nicht
identisch mit dem der Modelll6sung sein. Sachlich richtige

Graph der
Funktion f;, im
Schnittpunkt mit
der Ordinaten-
achse die Steigung
m = —b hatund

berechnet den
Wert fiir den
Parameterb so,
dass der Graph
mit der
Abszissenachse
eine Fliache von
4 FE einschliefdt.

Damit gilt m = f,"(0) = —b.

Bestimmen der Nullstellen als Integrationsgrenzen:

0=05-x>—b-x

= 0=x-(05-x2—b)
=x=0v05:x*>—b=0

=x=0vx:=2b

@szVx:\/Z_bez—m

Fortsetzung ndchste Seite

A2 | Der Priifling ... Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender BE
Punktzahl bewertet.
Bemerkung:
Bei Multiple-Choice-Aufgaben gilt der jeweils angegebene Hinweis.
1a | skizziert den Edd J 5
Graphen einer (x| 7l
moglichen '
Stammfunktion F
von fin das obere
Koordinaten-
system
(Abbildung 1.1) ¢
und
0
entscheidet Aussage Entscheidung und Begriindung
begriindet, ob die
Aussage wahr
oder falsch ist. Der Funktionsgraph von | Die Aussage ist wahr.
f* besitzt zwei Wende- Der Graph von f’(x) wechselt zweimal sein Kriim-
punkte. mungsverhalten, also besitzt der Graph von f '(x)
zwei Wendepunkte.
1b | zeigt, dass der Es gilt: f,’(x) = 1,5x% — b 5
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Aufgaben 1 A und 2 eA Stochastik Losung

Anforderungen Modelll6sungen

Z‘; Eine mégliche Stammfunktion ist Fy (x) = %x* - % b - x?
1

Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung geniigt es, den
Flicheninhalt im II. Quadranten zu betrachten. Dieser ist 2 FE grof3.

Fiir den Inhalt der gesuchten Fliche gilt:

0
2-[ fp(x)dx =4
—V2b

& 2- [y GI° 5 = 4

o (g (V) -gb- (V) =2

(1 4h? 1b 2b)~2
<" \3 2 B
1
—2:
@zb 2
=b%2=4

b=2 vb=-2
Aufgrund der Einschriankung b > 0 gibt es nur die Lésung b = 2.

lc [ bestimmt einen Fiir Nullstellen gilt: f, ,(x) = 0 5
Term fiir alle < 0=a-cos(b-x)+a
Nullstellen von f,}, | & —1 = cos(b - x)
und .

Damit liegt eine Nullstelle bei x =

o

Durch die Periodenlidnge p = ZITT[ ergibt sich der Term fiir alle
Nullstellen:

™ 27 =
;+n & mitn € Z.

g g Hinweis: Fir jedes richtige Kreuz gibt es einen Punkt, fiir jedes falsche Kreuz gibt es

entscheldet, Ob dle null Punkte, nicht angekreuzte Zeilen bleiben neutral (null Punkte). wahr | falsch
Aussagen wahr

g . Fir alle x gilt: Wenn a < 0, dann gilt f,.;,(x) < 0. X
oder falsch sind.

Es gilt: g,.(x) = f,., (x) fiir alle x. x
1d | erldutert, warum | Mit dem Satz vom Nullprodukt lassen sich mithilfe der 5

zwischen dem Linearfaktordarstellung drei Nullstellen ermitteln. Somit werden

Graphen von fund
der Abszisse zwei
Fliachen einge-
schlossen werden
und

zwei Flachen zwischen Graph und Abszisse eingeschlossen.

begriindet ohne Durch die doppelte Nullstelle an der Stelle x = 4 hat f im Punkt
Rechnung, dass P(4|0) eine waagerechte Tangente. Somit gilt: f'(4) = 0.

f'(4) = 0 gilt
und Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 A und 2 eA Stochastik Losung

Anforderungen Modelll6sungen
zu | ermittelt die Anwendung des Distributivgesetzes:
1d | Gleichung der f(x) = (x% +x) - (x — 4)2
AblelFungs,- Anwendung der Produkt- und Kettenregel:
funktion f’.
ffx)=x+1)- x—4)2?+(x%2+x):2-(x—4)
1e | zeichnetin 5
Abbildung 1.3 ei-
nen Boxplot, dem
die Urliste in Ta-
belle 1.1 zugrunde
liegt und
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 65 6 65 7 75 8
erldutert, wie sich
die zweite Daten- | Durch die Multiplikation aller Elemente einer Datenreihe mit
reihe in Bezug auf einem konstanten Faktor werden auch die Quartile mit diesem
den Median und Faktor skaliert.
den (I.nter-) Also nehmen der Median (Quartil Q,) und der (Inter-)
Quartilsabstand Quartilsabstand (Q; — Q,) der zweiten Datenreihe das k-fache der
von der ersten Werte der ersten Datenreihe an.
Datenreihe
unterscheidet.
1f | gibtdie . .8 5
Wahrscheinlich- Es gilt P(S) = 0 0.2.
keit P(S) an und
Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 A und 2 eA Stochastik Losung
Anforderungen Modelll6sungen
zu | entscheidet
1f | begriindet, ob die Aussage Entscheidung und Begriindung
Aussagen wahr y 5 ’
sl ST Die Aussage ist falsch. Es gilt:
Es gilt: P(R) =03
2 > 0,25
PR) < (P@)". |5
2
= (P(®)
Die Aussage ist wahr. Das Spiel ist fair,
wenn der Erwartungswert E(X) (der
erwartete Gewinn) genau 0 € betrigt. Es
o . gilt:
Bei einem Einsatz
des Spielers von EX) =0
y = 1 €istdas ©y-PR)+y-P(G)+4-P(S)=0
Spiel stochastisch | € —0.3y — 0,5y +4-0,2=10
fair. < 08=08y
esy=1
1g | vervollstindigt die | Nach Voraussetzung gilt Pg(A) = 2@ _ Lund
in Abbildung 1.4 e by e
gegebene Vier- P(AUB) =P(A) + P(B) —P(ANnB) =009.
feldertafel und
e, Lésen der Gleichungen liefert P(B) = 0,88 und P(A n B) = 0,08.
B | B | ¥
A 0,08 | 0,02 0,1
A 0,8 0,1 0,9
> 0,88 | 0,12 1
Es gilt:
weist nach, dass P(ANnB)
die Ereignisse A Pg(A) = W
und B stochastisch 1
abhingig sind. BET
+ 0,1
= P(4)

Also sind A und B stochastisch abhingig.
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Aufgaben 1 A und 2 eA Stochastik Losung
Anforderungen Modelll6sungen
1h | bestimmt die Da die Zufallsvariable Y binomialverteilt mit der Kettenlingen=3 | 5
Trefferwahr- ist, folgt mit py = n-p = 2 sofortp = 2
scheinlichkeit p A
fiir die
binomialverteilte
Zufallsvariable Y
und
zeigt, dass fir den Fiir den Erwartungswert py gilt:
Erwartungswert -
der Zufalls- Hx = Z k-P(X=k)
variablen X px = 2 k=0
gilt und =g-0,1+1-0,1+2-0,5+3-0,3
Fiir die Standardabweichung oy gilt:
vergleicht die oy = ypy (1 —p)
Standardabwei- 2
chung der Zufalls- = |2. (1 s _)
variablen X mit 3
der Standard-
; 2
abweichung der — J=
Zufallsvariablen Y. 3
Nach Voraussetzung ist oy = \/é. Es folgt ox > oy.
Die Standardabweichung der Zufallsvariablen X ist also grofier als
die Standardabweichung der Zufallsvariablen Y.
40
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Aufgaben 1 A und 2 eA Stochastik

Losung

Aufgabe 2: Tabakkonsum

Anforderungen

Modelll6sungen

Grundsitzlich gilt fiir jede Teilleistung:
Der gewihlte Losungsansatz und Lésungsweg miissen nicht

P(X=290) =1—-P(X < 289)

=1~ F350;0,82(289)

~ 0,3690
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens 290 Schiilerinnen
und Schiiler nicht rauchen, betrigt also ca. 36,90 %.

P(X = 287) = B350;0,82(287)
~ 0,0554
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau 287 Schiilerinnen und
Schiiler nicht rauchen, betrigt also ca. 5,54 %.
Fortsetzung ndchste Seite

A2 | Der Priifling ... identisch mit dem der Modelllésung sein. Sachlich richtige BE
Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender
Punktzahl bewertet.
2a | beschreibt die Abbildung 2.1: Anteil der Raucherinnen und Raucher in 6
Grafiken in verschiedenen Altersgruppen.
Abbildung2.1und | § [ j)len Altersgruppen ist der Anteil der minnlichen Raucher
2.2 aus der Anlage stets grofer.
tsmha.nd yan e Zwischen 21 und 24 Jahren ist der Anteil an Rauchern
]eweulls zwei selbst insgesamt am grofdten, ab einem Alter von 30 Jahren sinkt
gewihlten dieser Anteil kontinuierlich.
Aspekten. . . s
Weitere Aspekte sind moglich.
Abbildung 2.2: Zeitliche Entwicklung des Anteils der Raucherinnen
und Raucher.
¢ Anteil mannlicher Raucher ist nach einem Anstieg von 1995
bis 1997 insgesamt riickldufig von 42,8 % im Jahr 1995 bzw.
43,4 % im Jahr 1997 auf 24,2 % im Jahr 2018
e Anteil weiblicher Raucher ist ebenfalls riickldufig. Riickgang
setzte aber erst deutlich spiter ein: von 2003 mit 30,5% auf
18,5 % im Jahr 2018.
e Riickgang bei mannlichen Rauchern deutlich stiarker, Anteil
maénnlicher Raucher jedoch noch immer héher
Weitere Aspekte sind moglich.
2b | priift die beiden Sowohl bei den Rauchern als auch bei den Raucherinnen war von 6
Behauptungen des | 1995 bis 1997 in der Altersgruppe von 18 bis 59 Jahre ein Zuwachs
Schiilers. zu verzeichnen. Die jeweiligen Anteile sind also nicht stetig
zurtickgegangen. Die erste Behauptung ist somit falsch.
Im Jahre 1995 betrug der Anteil der Raucher 42,8 %, 2015 waren
es nur noch 28,1 %. Dies entspricht einem Riickgang von ca.
34,35 %. Die zweite Behauptung ist also wahr.
2c¢ | berechnet die (Die Zufallsvariable X mit X ist die Anzahl der Nichtraucherinnen 6
gesuchten Wahr- | und Nichtraucher” ist binomialverteilt mit der Kettenlidnge
scheinlichkeiten. n = 350 und der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,82.)

Zentrale Abschlusspriifung Mathematik BG
eAHT 21 L A1 Aund A2 Stoch

(Abschnitt 3)

26. April 2021
Seite 6 von 8




Aufgaben 1 A und 2 eA Stochastik Losung

Hy:po = 0,18 die
Nullhypothese aus
Sicht der
Schulleitung ist
und

Raucherinnen und Raucher immer noch (mindestens) 18 %
betrigt und sich nicht verandert hat. Sie entspricht also genau der
Aussage, die die Schulleitung mit dem Signifikanztest falsifizieren
mochte.

Fortsetzung ndchste Seite

Anforderungen Modelll6sungen
ZH P(62 < X < 70) = P(280 < X < 287)
& == Fsso;o,az (287) = F350;0,82(280)
~ 0,3733
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mehr als 62, aber hochstens 70
Schiilerinnen und Schiiler rauchen, betragt also ca. 37,33 %.
2d | erlautert die Die Gleichung sagt aus, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 7
Bedeutung der genau 94 Schiilerinnen und Schiiler rauchen, exakt 0 betrigt.
Gleichung im
Sachzusammen-
hang und
priift die Jedes Ereignis, das nicht unmdoglich ist, hat eine Eintrittswahr-
Behauptung des scheinlichkeit, die gréfer als null ist. Somit gilt P(X = 94) > 0 und
] die Behauptung ist falsch.
weist nach, dass Fiir den Erwartungswert p gilt:
fiir die p=n-p
Zufallsvariable X —350-0,82
die Ungleichung 1o d
PX<p) <PX>p
gilt.
Es gilt:
P(X < 287) = P(X < 286)
= F350,0,82(286)
~ 0,4664
und
P(X>287) =1—-P(X <287)
= L= F350;0,82(287)
~ 0,4782
Also gilt P(X < 287) < P(X > 287).
2e | erlautert die Die Ungleichung sagt aus, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von o*
Bedeutung der mindestens 90 % héochstens k Schiilerinnen und Schiiler
Ungleichung im Nichtraucher sind.
Sachzusammen-
hang und
BT Ge:sucht ist der minimale Wert k so, dass P(X < k) = 0,9 gilt.
Kleinstméglichen | Mit CAS findet man
Wertk, fiir den die | P(X < 295) = F350,02(295) ~ 0,8828 und
erfiillt ist. Der gesuchte Wert ist also k = 296.
2f | begriindet, dass Die Nullhypothese spiegelt die Annahme wider, dass der Anteilder | 4
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Aufgaben 1 A und 2 eA Stochastik

Losung

Anforderungen

Modelll6sungen

zu | gibt die
2f | Gegenhypothese
H, aus Sicht der

Die Gegenhypothese H; aus Sicht der Schulleitung ist: ,Der Anteil
der Raucherinnen und Raucher ist geringer als 18 %."

Schulleitung an.
2g | beurteilt die Die Zufallsvariable X mit , X ist die Anzahl der Raucherinnen und 6*
Wirksamkeit der | Raucher” ist binomialverteilt mitn = 500.
getroffenen Da die Prognose fiir eine Abweichung nach unten vorliegt, wird ein
MafSnal_lmen der linksseitiger Hypothesentest mit einem Signifikanzniveau von 5 %
Schulleitung und der Trefferwahrscheinlichkeit p = p, = 0,18 durchgefiihrt.
mithilfe eines
geelgneten Zur Bestimmung des Ablehnungsbereiches ist das grof3tmagliche k
Signifikanztests h dass P(X < k) < 0.05 oil
T — ge.suc tso, dass P(X < k) < 0,05 gilt.
Signifikanzniveau Mit CAS findet man
a von fiinf Prozent | P(X = 75) ~ 0,0433 und
(ot = 5 %). P(X <76) ~ 0,0557.
Fiir den Ablehnungsbereich A gilt also: A = {0,1, ...,75}.
Da lediglich 74 der befragten Personen rauchen, und 74 € A gilt,
folgt, dass die Schulleitung die Nullhypothese verwerfen sollte. Das
Testergebnis spricht also dafiir, dass die Maffnahmen der
Schulleitung erfolgreich waren und der Anteil der Raucherinnen
und Raucher gesunken ist.
40
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Aufgaben 1 B und 2 eA Stochastik

Losung

Aufgabe 1 B: mit Stochastik

Graph der
Funktion f;, im
Schnittpunkt mit
der Ordinaten-
achse die Steigung
m = —b hatund

berechnet den
Wert fiir den
Parameterb so,
dass der Graph
mit der
Abszissenachse
eine Fliache von
4 FE einschlief3t.

Damit gilt m = f,"(0) = —b.

Bestimmen der Nullstellen als Integrationsgrenzen:

0=05-x3—b-x

= 0=x-(05-x2—b)
=x=0v05:x—b=0

ox=0vx2=2b

@szszmsz—m

Fortsetzung ndchste Seite

Anforderungen Modelll6sungen
Grundsatzlich gilt fiir jede Teilleistung:
Der gewihlte Lésungsansatz und Lésungsweg miissen nicht
identisch mit dem der Modelll6sung sein. Sachlich richtige
A2 | Der Priifling ... Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender BE
Punktzahl bewertet.
Bemerkung:
Bei Multiple-Choice-Aufgaben gilt der jeweils angegebene Hinweis.
1a | skizziert den Edd J 5
Graphen einer (x| 7l
moglichen
Stammfunktion F
von fin das obere
Koordinaten-
system
(Abbildung 1.1) ¢
und
0
entscheidet Aussage Entscheidung und Begriindung
begriindet, ob die
::‘:;Z:Z}:gles ::Alllall;; Der Funktionsgraph von | Die Aussage ist wahr.
. F bfimr zwel Wende- Der Graph von f’(x) wechselt zweimal sein Kriim-
punite. mungsverhalten, also besitzt der Graph von f '(x)
zwei Wendepunkte.
1b | zeigt, dass der Esgilt: f,'(x) = 1,5x2 — b 5

Zentrale Abschlusspriifung Mathematik BG

eAHT 21 L A1 B und A2 Stoch

(Abschnitt 3)

26. April 2021
Seite 1 von 8




Aufgaben 1 B und 2 eA Stochastik

Losung

Anforderungen

Modelll6sungen

AR

1b

Eine mégliche Stammfunktion ist Fy (x) = %x* - ; b - x?

Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung geniigt es, den
Flacheninhalt im II. Quadranten zu betrachten. Dieser ist 2 FE grof3.

Fiir den Inhalt der gesuchten Fliche gilt:

0

2- f fp(x)dx =4
—V2b

o 2[RI 5 = 4

o (g (V) -gb- (V) =2

(1 2ty Zb)—z
“~\3 2 -

1
=h% =2
s

=b2i=4
b=2 vb=-2
Aufgrund der Einschriankung b > 0 gibt es nur die Lésung b = 2.

1c

weist rechnerisch
nach, dass der
Graph der
Funktion fy im
1.2
Punkt E (; | a)
eine waagerechte

Tangente besitzt
und

entscheidet, ob die
Aussagen wahr
oder falsch sind.

In einem Punkt mit waagerechter Tangente gilt fi,'(x) = 0
fi/(x) =2 e KX —k-2-x-e7kx
0=2-e k% _k-2.x-e7k%

o x ==
Tk

(@) -1
k) k-e

: : : i
Also besitzt der Graph der Funktion fy im Punkt E (; | :() eine
waagerechte Tangente.

Hinwels: Fir jedes richtige Kreuz gibt es elnen Punkt, flir jedes falsche Kreuz glbt es
null Punkte, nicht angekreuzte Zeilen bleiben neutral (null Punkte).

a(x)

wahr | falsch

Der nebenstehende Graph g
stellt die Funktion
fi mitk = 0,5 dar.

Es gilt: f/(x) = e %% 2.1 (x - 2).

Also gilt i (x) > 0 fiir alle x > i

1d

erldutert, warum
zwischen dem
Graphen von f und
der Abszisse zwei
Flachen einge-
schlossen werden
und

Mit dem Satz vom Nullprodukt lassen sich mithilfe der
Linearfaktordarstellung drei Nullstellen ermitteln. Somit werden
zwei Flachen zwischen Graph und Abszisse eingeschlossen.

Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 B und 2 eA Stochastik Losung
Anforderungen Modelll6sungen
il(; lf){i-%;iril I:l(lllet 31;:: Durch die doppelte Nullstelle an der Stelle x = 4 hat fim Punkt
£'(4) = Og;gilt P(4]0) eine waagerechte Tangente. Somit gilt: f’(4) = 0.
und

ermittelt die
Gleichung der
Ableitungs-
funktion f'.

Anwendung des Distributivgesetzes:
f(x) = (x?+x) (x—4)?
Anwendung der Produkt- und Kettenregel:

ffx)=02x+1) - x—4)?+x2+x)2-(x—4)

le

zeichnet in
Abbildung 1.3 ei-
nen Boxplot, dem
die Urliste in Ta-
belle 1.1 zugrunde
liegt und

erliutert, wie sich
die zweite Daten-
reihe in Bezug auf
den Median und
den (Inter-)
Quartilsabstand
von der ersten
Datenreihe
unterscheidet.

Durch die Multiplikation aller Elemente einer Datenreihe mit
einem konstanten Faktor werden auch die Quartile mit diesem
Faktor skaliert.

Also nehmen der Median (Quartil Q,) und der (Inter-)
Quartilsabstand (Q; — Q,) der zweiten Datenreihe das k-fache der
Werte der ersten Datenreihe an.

1f

gibt die
Wahrscheinlich-
keit P(S) an und

Es gilt P(S) = = = 0,2.

Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 B und 2 eA Stochastik Losung
Anforderungen Modelll6sungen
zu | entscheidet
1f | begriindet, ob die Aussage Entscheidung und Begriindung
A |
oclllzls_afgf; ll‘llvjillllc‘i Die Aussage ist falsch. Es gilt:
Es gilt: P(R) =03
2 > 0,25
P(R) < (P(G))". ~ 052
2
= (P(®))
Die Aussage ist wahr. Das Spiel ist fair,
wenn der Erwartungswert E(X) (der
erwartete Gewinn) genau 0 € betrigt. Es
o . gilt:
Bei einem Einsatz
des Spielers von EX) =0
y = 1 €istdas ©y-PR)+y-P(G)+4-P(S)=0
Spiel stochastisch | € —0.3y — 0,5y +4-0,2=10
fair. < 08=08y
esy=1
1g | vervollstindigt die | Nach Voraussetzung gilt Pg(A) = 2@ _ Lund 5
in Abbildung 1.4 e by e
gegebene Vier- P(AUB) =P(A) + P(B) —P(ANnB) =009.
feldertafel und
e, Lésen der Gleichungen liefert P(B) = 0,88 und P(A n B) = 0,08.
B | B | ¥
A 0,08 | 0,02 0,1
A 0,8 0,1 0,9
> 0,88 | 0,12 1
Es gilt:
P(ANB)
weist nach, dass Pg(a) = P(B)
die Ereignisse A 1
und B stochastisch 1
abhingig sind. +0,1
= P(A)
Also sind A und B stochastisch abhingig.
1h | bestimmt die Da die Zufallsvariable Y binomialverteilt mit der Kettenlingen=3 | 5

Trefferwahrschein
lichkeit p fiir die
binomialverteilte
Zufallsvariable Y
und

ist, folgt mit py = n

p =250fortp=§.

Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgaben 1 B und 2 eA Stochastik Losung

Anforderungen Modelll6sungen

Zu | zeigt, dass fiir den | Fiir den Erwartungswert py gilt:
1h Erwartungswert
der Zufalls-
variablen X px = 2

3
ix = ) k-P(X=K)
k=0

il —0-01+1:01+2-05+3-03
=2
vergleicht die Fiir die Standardabweichung oy gilt:
Standardabwei- oy = +uy (1 —p)
chung der Zufalls-
; : 2
variablen X mit = 1P (1 — _)
der Standard- 3
abweichung der
Zufallsvariablen Y. . _g_

. 4
Nach Voraussetzung ist ox = \/; Es folgt ox > oy.

Die Standardabweichung der Zufallsvariablen X ist also gréfier als
die Standardabweichung der Zufallsvariablen Y.

40
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Aufgaben 1 B und 2 eA Stochastik

Losung

Aufgabe 2: Tabakkonsum

Anforderungen

Modelll6sungen

Grundsitzlich gilt fiir jede Teilleistung:
Der gewihlte Losungsansatz und Lésungsweg miissen nicht

P(X=290) =1—-P(X < 289)

=1~ F350;0,82(289)

~ 0,3690
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens 290 Schiilerinnen
und Schiiler nicht rauchen, betrigt also ca. 36,90 %.

P(X = 287) = B350;0,82(287)
~ 0,0554
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau 287 Schiilerinnen und
Schiiler nicht rauchen, betrigt also ca. 5,54 %.
Fortsetzung ndchste Seite

A2 | Der Priifling ... identisch mit dem der Modelllésung sein. Sachlich richtige BE
Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender
Punktzahl bewertet.
2a | beschreibt die Abbildung 2.1: Anteil der Raucherinnen und Raucher in 6
Grafiken in verschiedenen Altersgruppen.
Abbildung 2.1 und | o [nallen Altersgruppen ist der Anteil der minnlichen Raucher
2.2 aus der Anlage stets gréRer.
anhand von e Zwischen 21 und 24 Jahren ist der Anteil an Rauchern
jeweils zwei selbst insgesamt am grofdten, ab einem Alter von 30 Jahren sinkt
gewdhlten dieser Anteil kontinuierlich.
Aspekten. Weitere Aspekte sind moglich.
Abbildung 2.2: Zeitliche Entwicklung des Anteils der Raucherinnen
und Raucher.
¢ Anteil mannlicher Raucher ist nach einem Anstieg von 1995
bis 1997 insgesamt riickldufig von 42,8 % im Jahr 1995 bzw.
43,4 % im Jahr 1997 auf 24,2 % im Jahr 2018
e Anteil weiblicher Raucher ist ebenfalls riickldufig. Riickgang
setzte aber erst deutlich spiter ein: von 2003 mit 30,5% auf
18,5 % im Jahr 2018.
e Riickgang bei mannlichen Rauchern deutlich stiarker, Anteil
maénnlicher Raucher jedoch noch immer héher
Weitere Aspekte sind moglich.
2b | priift die beiden Sowohl bei den Rauchern als auch bei den Raucherinnen war von 6
Behauptungen des | 1995 bis 1997 in der Altersgruppe von 18 bis 59 Jahre ein Zuwachs
Schiilers. zu verzeichnen. Die jeweiligen Anteile sind also nicht stetig
zurtickgegangen. Die erste Behauptung ist somit falsch.
Im Jahre 1995 betrug der Anteil der Raucher 42,8 %, 2015 waren
es nur noch 28,1 %. Dies entspricht einem Riickgang von ca.
34,35 %. Die zweite Behauptung ist also wahr.
2c¢ | berechnet die (Die Zufallsvariable X mit X ist die Anzahl der Nichtraucherinnen 6
gesuchten Wahr- | und Nichtraucher” ist binomialverteilt mit der Kettenlidnge
scheinlichkeiten. n = 350 und der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,82.)
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Aufgaben 1 B und 2 eA Stochastik Losung

Anforderungen Modelll6sungen

21 P(62 < X 70) = P(280 < X < 287)
& == Fsso;o,az (287) = F350;0,82(280)
~ 0,3733

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mehr als 62, aber héchstens 70
Schiilerinnen und Schiiler rauchen, betragt also ca. 37,33 %.

2d | erlautert die Die Gleichung sagt aus, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 7
Bedeutung der genau 94 Schiilerinnen und Schiiler rauchen, exakt 0 betrigt.
Gleichung im
Sachzusammen-
hang und
priift die Jedes Ereignis, das nicht unmdoglich ist, hat eine Eintrittswahr-
Behauptung des scheinlichkeit, die gréfer als null ist. Somit gilt P(X = 94) > 0 und
] die Behauptung ist falsch.
weist nach, dass Fiir den Erwartungswert p gilt:
fiir die p=n-p
Zufallsvariable X —350-0,82
die Ungleichung 1o d
PX<p) <PX>p
gilt.

Es gilt:

P(X < 287) = P(X < 286)
= Fa50,0,82(286)
~ 0,4664

und

P(X >287) =1—-P(X <287)
= L= F350;0,82(287)
~ 0,4782

Also gilt P(X < 287) < P(X > 287).

2e | erlautert die Die Ungleichung sagt aus, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von o*
Bedeutung der mindestens 90 % héochstens k Schiilerinnen und Schiiler
Ungleichung im Nichtraucher sind.
Sachzusammen-
hang und
B Ge:sucht ist der minimale Wert k so, dass P(X < k) = 0,9 gilt.
Kleinstméglichen | Mit CAS findet man
Wertk, fiir den die | P(X < 295) = F350,02(295) ~ 0,8828 und
Ungleichung P(X < 296) = F350,0,82(296) ~ 0,90809.
erfiillt ist. Der gesuchte Wert ist also k = 296.

2f | begriindet, dass Die Nullhypothese spiegelt die Annahme wider, dass der Anteilder | 4
Hy:po = 0,18 die | Raucherinnen und Raucher immer noch (mindestens) 18 %
Nullhypothese aus | betrigt und sich nicht verandert hat. Sie entspricht also genau der

Sicht der Aussage, die die Schulleitung mit dem Signifikanztest falsifizieren
Schulleitung ist mochte.
und

Fortsetzung zu ndchste Seite
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Aufgaben 1 B und 2 eA Stochastik

Losung

Anforderungen

Modelll6sungen

zu | gibt die
2f | Gegenhypothese
H, aus Sicht der

Die Gegenhypothese H; aus Sicht der Schulleitung ist: ,Der Anteil
der Raucherinnen und Raucher ist geringer als 18 %."

Schulleitung an.
2g | beurteilt die Die Zufallsvariable X mit , X ist die Anzahl der Raucherinnen und 6*
Wirksamkeit der | Raucher” ist binomialverteilt mitn = 500.
getroffenen Da die Prognose fiir eine Abweichung nach unten vorliegt, wird ein
MafSnal_lmen der linksseitiger Hypothesentest mit einem Signifikanzniveau von 5 %
Schulleitung und der Trefferwahrscheinlichkeit p = p, = 0,18 durchgefiihrt.
mithilfe eines
geelgneten Zur Bestimmung des Ablehnungsbereiches ist das grof3tmagliche k
Signifikanztests h dass P(X < k) < 0.05 oil
T — ge.suc tso, dass P(X < k) < 0,05 gilt.
Signifikanzniveau Mit CAS findet man
a von fiinf Prozent | P(X = 75) ~ 0,0433 und
(ot = 5 %). P(X <76) ~ 0,0557.
Fiir den Ablehnungsbereich A gilt also: A = {0,1, ...,75}.
Da lediglich 74 der befragten Personen rauchen, und 74 € A gilt,
folgt, dass die Schulleitung die Nullhypothese verwerfen sollte. Das
Testergebnis spricht also dafiir, dass die Maffnahmen der
Schulleitung erfolgreich waren und der Anteil der Raucherinnen
und Raucher gesunken ist.
40
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Aufgabe 3 eA Analysis A

Losung

Aufgabe 3: Lungenfunktionsanalyse

native Gleichung

fiir vqin der Form
vi(t) =a-sin(b-t) +d
an.

vy (1) zi-sin(%-n-t)+1:3

Anforderungen Modelllosungen
Grundsitzlich gilt fiir jede Teilleistung:
Der gewihlte Lésungsansatz und Lésungsweg miissen nicht
A3 | Der Priifling ... identisch mit dem der Modelllssung sein. Sachlich richtige BE
Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender
Punktzahl bewertet.
3a | beschreibt die e Der Patient atmet wihrend der ersten drei Sekunden 6
Grafik in der zunichst normal. Von der dritten bis zur dreizehnten
Abbildung 3.1 Sekunde atmet er tief ein und aus.
anhand dreier e Das Lungenvolumen wihrend der normalen Atmung
Aspekte im bewegt sich zwischen 3 und 3,5 Litern.
Sachzusammen- e Das Lungenvolumen beim tiefen Atemzug liegt zwischen
hang. 2,5 und 4 Litern.
Weitere Aspekte sind moglich.
3b [ leitetdie Zahlen- | Gesucht sind die Werte der Parameter der Funktion. 7
werte der Funk- v,(t) =a-cos(b-t+c)+d.
tionv, herund Laut Abbildung 3.1 betriigt das minimale und das maximale
Lungenvolumen 3 bzw. 3,5 Liter. Also gilt:
a=0,5:(35—-3)=0,25
Der Mittelwert des Lungenvolumens betrigt 3,25 Liter, da gilt:
d=05-(3+3,5) =325
Die Periodendauer betrigt vier Sekunden. Daraus ergibt sich die
Gleichung 4b =2n < b = %n.
Der Graph von v, ist um eine Viertel Periode (g) auf der Abszisse
nach rechts verschoben, d.h.c = — %
weist rechnerisch | Fiir ein lokales Maximum an der Stelle t gilt:
nach, dass das ' "
? t)=0A t) <0
lokale Maximum ' 1 v 1 »
von v; bei vl’(t)=——1r-sin(—-1r't——)
M(1|3,5) liegt und 8 A2 .
Notwendige Bedingung:
v,y)=0et=1vt=3
" 1 1
v, (t) = —;nz -cos(z-n-t—g)
Hinreichende Bedingung:
v;'(1) = ~—fgn2 < 0 = lokales Maximum
vi"'(3) = énz > 0 = lokales Minimum
v(1) = 3,5.
begriindet,
Meﬁri'zllr:t 5 aswarum M kann nicht das globale Maximum sein, da die Funktion v an der
globale Maximum Stelle x = 7 noch einen héheren Wert annimmt.
von v ist.
3c | gibt eine alter- 2
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Aufgabe 3 eA Analysis A Losung
Anforderungen Modelll6sungen
3d | widerlegt die Die Vermutung kann mit einem Gegenbeispiel widerlegt werden:
Vermutung des Setze:
Praktikanten. f'(x) = g'(x) = cos(x)
Dann sind
f(x) = sin(x) + 1 und g(x) = sin(x)
Stammfunktionen von f(x) und g'(x) mit f(x) # g(x).
Somit gilt: f ‘(x) = g'(x) # {(x) = g(x)
Die Vermutung f(x) = g(x) © f'(x) = g'(x) ist damit widerlegt.
3e | bestimmt den 2 2

Wert des Integrals
und

erlautert die
Ungleichung im
Sachzusammen-
hang.

fvl’(t) dtzf(—%n-sin(%-n-t—g))dt

0 0
= —0,25

s an. Somit
Sekunde =

entspricht fog v;'(t) dt der ein- beziehungsweise ausgeatmeten

v;'(t) gibt die Atmungsgeschwindigkeit in

Luftmenge innerhalb der ersten drei Sekunden. Da nur eine
Sekunde ein-, jedoch zwei Sekunden ausgeatmet wird, ist der
Integralwert negativ.

Zeitpunkt t der
maximalen
Ausatmungsge-
schwindigkeit und

3f | erlautert, dass ein | v, muss folgende 6 Bedingungen erfiillen:
ganzrationaler e Sprung- und Knickfreiheit im Ubergang zu v,, d.h. es
Ansatz fiir v, miissen 2 Bedingungen erfiillt werden:
mindesteps vom v1(3) = v2(3) und v;'(3) = v,'(3).
Grad 5 sein muss ¢ Hochpunktin (7]4), d.h. es miissen 2 Bedingungen erfiillt
und werden: v,(7) =4undv,'(7) =0
e Tiefpunktin (13|2,5), d.h. es miissen 2 Bedingungen erfiillt
werden: v,(13) = 2,5und v4(13) = 0.
Aus den 6 Bedingungen kénnen 6 Parameter bestimmt werden.
Somit muss ein ganzrationaler Ansatz fiir v, mindestens vom Grad
5 sein.
gibt die Es ergeben sich folgende Bedingungsgleichungen:
Bedingungsglei- v,(3) =3
chungen fiir die v,'(3) =10
Funktion v, an. v,(7) =4
v2'(7)=0
Va (13) = 2,5
v,’(13) = 0
3g | berechnet den Zum Zeitpunkt der maximalen Ausatmungsgeschwindigkeit ist

ag’'(t) maximal.

Fiir diesen Zeitpunkt gilt:
ak”(t) =0A ak'"(t) *0
a,'(t) = —%nz -k? - sin (%n- k-t+7) —gn)
Notwendige Bedingung:
1 i | 2
= —— 2 - k%2 -sinl=1- (k- i
0 28" k sm(61r @ct+7) 31()

1 2
=0 =sin(gn-(k-t+ 7)—§‘It)

Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgabe 3 eA Analysis A Losung
Anforderungen Modelll6sungen
zu Es gilt:
3g sin(m) = 0

gibt die maximale
Ausatmungsge-
schwindigkeit in
der Einheit Liter

pro Sekunde E] in

o k-t+7) =
=>‘IT—6T[ 311'

(o 3
St=
Hinreichende Bedingung:
1 1. 2
” g 3::1s30% - ‘ — -
a’'(t) Saa" k cos(6n k-t+7) 31I)

3 1
11 | Y W -

K (k) 288" K

Dal<k<3giltist a” (3) # 0

Die maximale Ausatmungsgeschwindigkeit erreicht der Patient
3
nacht = = Sekunden.

Es gilt:
o @) g

Die maximale Ausatmungsgeschwindigkeit betragt %n -k E]

Abhingigkeit von
k an.
3h | ermittelt Gesucht ist der grofdte Wert von k fiir den gilt, dass 60 % der 5

ndherungsweise Ausatmungszeit mindestens mit 0,3 é ausgeatmet wird.
defl ib’_r(}’lﬁt' K Aufgrund des typischen periodischen Verlaufes des Graphen der
moghchen Wert gegebenen Sinusfunktion, liegen der Beginn und das Ende des
so, dass die Zeitraums der gesuchten Ausatmung im gleichen Abstand von dem
Ausat_mungs- Beginn der Ausatmung (t = 0) und dem Ende der Ausatmung
funktion ay auf 6
einen mutmafilich (t B -ﬁ)'
erkrankten Pa- Somit beginnt die gesuchte Ausatmungsgeschwindigkeit bei
tienten hindeutet. | t, = 0,2 -E = % und endet beitg = 0,8+ E = %

Es geniigt einen der beiden Werte in die erste Ableitung der

Funktionsgleichung ay(t) einzusetzen, um k zu berechnen. Da es

sich um eine Ausatmung handelt, ist der Funktionswert negativ:

(6
o (575) =03
L k-cos (b (k52 +7) ~2n) =03
< gn-k-cos\=m Tk 37) =0
Sl ( . )=-03
e g k-cos{mm) =0,
24
= k=-— =
101" cos (ﬁn)
= k= 12997 ~ 1,3
Also giltk < 1,3.
40
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Aufgabe 3 eA Analysis B

Losung

Aufgabe 3: Wasserkraft

Wendestelle ermitteln: t ~ 3,1559 V t ~ 8,3421
Steigung priifen: w'(3,16) ~ 687 und w'(8,34) ~ —680
Damit liegt die starkste Zunahme bei t ~ 3,16 (~ 5. April)
Die Behauptung ist richtig.

¢ Gesucht sind die Zeitabschnitte fiir die gilt: w(t) = 750 [ng]

Losen von w(t) = 750 fithrt zu:
t~ 05215 v t = 2,1293 v t ~ 9,4221 v t~ 10,923
Zeitspanne in Monaten berechnen:
12 —(2,1293 - 0,5215) — (10,923 —9,4221) ~ 8,89
Fortsetzung ndchste Seite

Anforderungen Modelll6sungen
Grundsitzlich gilt fiir jede Teilleistung:
Der gewihlte Losungsansatz und Losungsweg miissen nicht
A3 | Der Priifling ... identisch mit dem der Modelllésung sein. Sachlich richtige BE
Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender
Punktzahl bewertet.
3a beschr.eibt die e Der Wasserfluss betrigt zu Jahresbeginn ca. 1 300 23 fallt 6
Grafik in der S e
Abbildung 3.1 dann bis Anfang Februar auf ein Minimum von ca. 500 - ab.
anhand dreier e Ab Februar steigt der Wasserfluss iiber 4 Monate bis zum
Aspekte im Sach- ) ] 228
zusammenhang. Maximum Ende Juni auf ca. 2 500 =i
e Danach nimmt der Wasserflusses knapp fiinf Monate ab, bis er
Anfang November wieder ein Minimum von knapp tiber
500 mT erreicht.
Weitere Aspekte sind moglich.
3b | berechnet, zu Es gilt: 6
welchem w'(t) = 19,6t3 — 338,04t2 + 1 548t — 1 447,5
Zeitpunkttder | () = 58,8t2 — 676,08t + 1 548,
Wasserfluss nach
diesem Modell am | Notwendige Bedingung: w'(t) = 0:
grofiten war und 0 = 19,6t — 338,04t2 + 1 548t — 1 447,5
=t~ 1,253 vt~ 5758 v t = 10,236
Hinreichende Bedingung: w"'(t) < 0 A w'(t) = 0:
w’(1,253) =~ 793,19 >0
w"(5,758) ~ —395,38 <0
w"(10,236) ~ 788,46 > 0
Somit liegt ein Maximum bei t ~ 5,758 vor.
_ w(5,758) ~ 2 512,07
gibt das (t = 5 entspricht dem 1. ]uni) Losungsweg nicht gefordert
zugehorige Datum 30-0,758 = 22,74
und die Hohe des l d 1 Gep o
Wasserflussosin Nach 5 Monaten und 22,74 'Ia'agen, also am 23. Juni, ist der
L. Wasserfluss mit ca. 2 512 mT am grofdten.
S
3c | priift die beiden ¢ Gesucht ist der Wendepunkt mit der gréfiten positiven Steigung 7
Behauptungen. der Funktion w.
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Aufgabe 3 eA Analysis B Losung
Anforderungen Modelllésungen
Al Das Wasserkraftwerk kann fiir fast neun Monate (ca. fiir 74 % des
3c Jahres) vollstindig zur Energieerzeugung genutzt werden.
Die Behauptung ist also falsch.
3d | begriindet im Der Graph der Funktion s stellt dieselben Daten zum Wasserfluss
3
Sachzusammeq- in = dar wie der Graph der Funktion w, nur in einer anderen
hang, warum die s oo ]
. . Reihenfolge. Die Anderungen des Wasserflusses gehen in der Natur
beiden Abschnitte S £ g : : ; i
stetig ineinander tiber. Eine Knickstelle ist somit unrealistisch.
sprung- und .
knickfrei Der Wert des Wasserflusses in mT kann sich in der Natur auch nicht
lunemander abrupt dndern. Es konnen daher ebenso ein sprunghafter Anstieg
iibergehen

miissen und

bestimmt den
Parameter a so,

wie auch eine sprunghafte Abnahme des Wasserflusses in diesem
Sachzusammenhang ausgeschlossen werden.

Die beiden Abschnitte s, (t) = 2,5298t% — 48,6667t? + 2 512 und
s, (t) = f4(t) sollen sprung- und knickfrei ineinander iibergehen.

dinss ES . Sprungfrei bedeutet, dass die Funktion an der Stelle t = 6 stetig ist,
niherungsweise Iso gilt: s, (6) = £,(6) ~ 1306,44
rfiillt ist S e el : :
€ : Knickfrei bedeutet, dass beide Teilabschnitte an der Stelle t = 6 die
gleiche Steigung besitzen, also s,'(6) = {',(6) ~ —310,78 gilt.
Aus diesen Bedingungen ergeben sich folgende Gleichungen:
1 1
I 130644 =6890- (e‘1'575'65 - e‘1°'°36'65) +374
II: —310,78 =6890
- g ot 1
( L575 0157565 | 10,036 e—10,036-6;)
a a
Losen der Gleichung I oder Gleichung II mit CAS liefert a ~ 4,725.
Fir a =~ 4,725 sind beide Gleichungen niherungsweise erfiillt.
3e | vervollstindigt
den Term zur
Berechnung des : f w(t)dt
durchschnittlichen 0

Wasserflusses fiir
das Jahr 2019
und

erldutert, warum

der Wert des Sachzusammenhanges mit den unterschiedlichen Funktionstypen
Auszubildenden erkldren. Da es sich bei s(t) um eine Modellierung aus den Daten
vom Wert des von w(t) handelt, gibt s(t) den Wasserfluss von w(t) nur
Ingenieurs niherungsweise wieder, was dann zu der ermittelten Abweichung
abweicht.

Die Abweichung lisst sich zum einen tiber die Modellierung des

fithrt.

Zum anderen werden in beiden Modellierungen gerundete Werte
fiir die Koeffizienten verwendet, wodurch eine Abweichung in der
Nachkommastelle erkldrbar ist.

3f | ergdnztden
fehlenden Wert Jahr 1990 2000 2010 2020
fiir das Jahr 2000
in der Tabelle 3.1 Leistung in MW 3990 4885 5400 5697

und

Fortsetzung ndchste Seite
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Aufgabe 3 eA Analysis B Losung

Anforderungen Modelll6sungen
zu | leitet die p(t) =b +a-ekt
3f | Gleichung der b beschreibt dabei die obere Schranke und ist aus dem Text
Funktion p her. entnehmbar:
b=6100

Aus p(0) = 3990 und p(20) = 5 400 lassen sich durch Einsetzen
zuerst a und dann k herleiten:

I:3990 =6100+a-e°
I1: 5400 = 6 100 + a - eX?2°
Das Losen der Gleichungen liefert:
a=-2110 A k~ —0,0552

3g | beurteilt, ob das Das Jahr 2050 entspricht t = 60 3
Ziel nach diesem p(60) ~ 6023

Modell erreicht

Die Leistung von 6 023 MW entspricht ca. 98,74 % der nach diesem
werden kann.

Modell h6chstmoglichen installierbaren Wasserkraftleistung von

6 100 MW.
Das Ziel von mind. 99 % bis zum Jahr 2050 wird also nur knapp
verpasst.
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