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Aufgabe 1 
 
Eine Forschergruppe beobachtet in den Tropen die natürliche Neubesiedelung 

von Seen bei Überschwemmungen durch bisher in diesen Seen nicht vorhandene 

Ruderfußkrebse. 

Ihre Untersuchungen und theoretische Überlegungen legen nahe, dass für diesen 

Fall die lokale Änderungsrate der Krebsdichte im Wasser einer 

Funktion des Typs 0t,0k,
)e1(

e
k)t(f

2t

t

k ≥>
+

⋅=  folgt, 

d.h. fk(t) gibt zum Zeitpunkt t (in Monaten) die Zuwachsrate in 
Monat

m/Krebse 3
 

an. 

Letzteres gilt näherungsweise, da ganzzahlige Funktionswerte die Ausnahme 

sind. 

Zunächst sollen Sie diese Funktionenschar untersuchen und Ihre Ergebnisse 

dann im oben geschilderten Sachkontext deuten. 

a)  Untersuchen Sie die Graphen der Funktionenschar fk auf 
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Extrem- und 
Wendepunkte. Verzichten Sie bei den Wendepunkten auf den 
Nachweis des hinreichenden Kriteriums. 

Zur Kontrolle: 3t

tt

k )e1(
)e1(ek)t('f

+
−=  

 Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f4000 im Bereich 
. 0  t  6≤ ≤

(17 P) 

b) Interpretieren Sie Ihre in Teilaufgabe a) gewonnenen Erkenntnisse 
über die Funktionen in Bezug auf die Entwicklung der Krebsdichte 
im Wasser. Untersuchen Sie ferner die langfristige Entwicklung der 
Dichte. 

(7 P) 
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c) Leiten Sie durch geeignete Integrationsmethoden eine 
Stammfunktion von fk her. 

Zur Kontrolle: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−= tk e1

k)t(F  

(3 P) 

d) Bei einem der beobachteten Seen ergaben die Untersuchungen 
durch Kontrollentnahmen, dass drei Monate nach dem ersten 
Auftauchen der Ruderfußkrebse in diesem See von einer Dichte von 
32 000 Krebsen pro Kubikmeter auszugehen war. 

Berechnen Sie aus dieser Beobachtung den Parameter k der 
Modellierung (auf Hunderter gerundet) und bestimmen Sie, wie 
groß mit diesem Modell die Dichte der Krebse in dem See nach 
einem Viertelmonat, d.h. nach einer Woche, gewesen war 
(ebenfalls auf Hunderter gerundet). 

(3 P) 
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Zuordnung 
Bewertung 

 

Erwartete Leistung 

I II III 

a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: 
Die Funktionen haben keine Nullstellen, da die Zähler et in den 
Funktionsgleichungen nie Null werden und k>0 gilt. 

Es gilt fk(0) = 
4
k

, daher ist der Schnittpunkt mit der y-Achse P( 0 | 
4
k

) .      

Extrempunkte: 
Berechnung der ersten Ableitung mithilfe der Quotientenregel:  

3t

tt

4t

ttt2tt

k )e1(
)e1(ek

)e1(
e)e1(ek2)e1(ek)t('f

+
−=

+
+−+=  

 

Berechnung der zweiten Ableitung : 
           )e1(ek)t(u tt −= 3t)e1()t(v +=

       )e21(ek)t(u tt −=′ 2tt )e1(e3)t(v +=′  

 6t

2ttt23ttt

k )e1(
)e1()e1(ek3)e1()e21(ek)t(f

+
+−−+−=′′   

4t

t2tt

k )e1(
)ee41(ek)t(f

+
+−=′′  

   

Notwendig für einen Extrempunkt bei tE ist , daher der Ansatz 0)t(f Ek =′

 0
)e1(

)e1(ek
3t

tt

=
+

−
.  

Es gilt 0t0e10
)e1(

)e1(ek t
3t

tt

=⇔=−⇔=
+

−
. Der Nenner ist immer 

ungleich Null. 

 
Hinreichend für einen Extrempunkt bei tE ist  und  . 0)t(f Ek =′ 0)t(f Ek ≠′′

Es ist  0
8
k)0(fk <−=′′ ,  weil  k > 0 ist. Daher ist P( 0 | 

4
k

)  ein 

Hochpunkt. 

 

1 

 
 

1 
 
 
 
 
 

2 
 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 

1 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2  
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Wendepunkt: 

 Notwendig für einen Wendepunkt bei tW ist , daher der 
Ansatz 

0)t(f Wk =′′

 0
)e1(

)ee41(ek)t(f 4t

t2tt

k =
+

+−=′′ .  Es ist  

  .0ee410)t(f t2t
k =+−⇔=′′

 Mit u : = et   folgt  .  01u4u 2 =+−

Die quadratische Gleichung hat die Lösungen  32u1 +=  und 

32u 2 −= .  Da   vorausgesetzt wird, erhält man nur die Lösung  t 0≥
( ) 32,132lntW ≈+= . 

Es ist  
6
k

)33(
32k))32ln((f

2k =
+
+=+ . Somit ist 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

6
k)32ln(W  oder gerundet  W(1,32 | 0,17 k) . 

 

Wertetabelle: 

          

t 0 1 1,32 2 3 4 5 6 

f4000(t) 1000 786 665 420 181 71 27 10 
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b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1 2 3 4 5 6
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0.8

1

 
 

 

Für die Entwicklung der Krebsdichte haben die Ergebnisse aus 
Teilaufgabe a)  folgende Auswirkungen: 

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: 

y-Achse:  Zur Zeit  t = 0  beginnt eine plötzliche, starke   

Populations- bzw. Dichtezunahme. 

x-Achse:  Die Population bzw. die Dichte nimmt permanent zu. 

Extrempunkt: 

Die größte Populationszunahme findet zum Zeitpunkt t = 0 statt.  

Wendepunkt: 

Die Wachstumsrate nimmt zum Zeitpunkt 1,32 Monate (also nach etwas 
mehr als 5 Wochen) am stärksten ab (verändert sich am stärksten). 

Anfangs kommt eine große Menge an Ruderfußkrebsen hinzu; deren 
Dichte vermehrt sich kontinuierlich – sei es durch Fortpflanzung, sei es 
durch weitere Einschwemmung – jedoch geschieht die Dichteerhöhung 
in immer kleiner werdendem Umfang.  
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c) 
 
 
 
 
 
 
 
 
d) 
 
 

 

Die langfristige Entwicklung der Dichte wird beschrieben durch das 
Verhalten der Funktionen für  t → ∞.  

0
e
klim

)e1(
eklim tt2t

t

t
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ ∞→∞→

.   

Damit strebt die Wachstumsrate gegen Null und die Population bzw. 
Dichte bleibt dann nahezu konstant. 

 

Stammfunktion: 
  Integration durch Substitution: 

  u(t): = (1 + et ),  dann ist t
t

du duu (t) e dt
dt e

′ = = ⇒ =  

 C
e1

kC
u
kdu

u
k

e
du

u
ekdt)t(f t2t2

t

k +
+

−=+−=== ∫∫∫  

 

Dk(t) beschreibe die Krebsdichte  t  Monate nach Beginn der 
Besiedelung. 

Es ist Dk(t) = Fk(t) – Fk(0) . Mit der Stammfunktion aus Teil c) ergibt 
sich: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=+
+
−= ttk e1

1
2
1k

2
k

e1
k)t(D  .   k bestimmt sich demnach aus 

der Gleichung: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−= 3e1
1

2
1k00032 , woraus gerundet k = 70 700  

folgt. 

 

Die Population bzw. Dichte nach einem Viertelmonat betrug dann mit   

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−= 25,070070 e1
1

2
170070)25,0(D   etwa 4400 Krebse pro m3. 
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Aufgabe 2 

Gegeben ist eine Schar von Funktionen af  durch die Funktionsgleichung 

2( ) ln( )af x a x= +  mit IR. ∈a

Die Graphen der Schar werden mit  bezeichnet. aG

a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich von af  in Abhängig-

keit von a an. 

Untersuchen Sie  auf Symmetrie, gemeinsame Punkte mit den 

Koordinatenachsen, Extrempunkte und Wendepunkte. Verzichten 

Sie bei den Wendepunkten auf den Nachweis des hinreichenden 

Kriteriums. (Achten Sie auf Fallunterscheidungen.) 

aG

Zeichnen Sie G0 und G0,25  in ein kartesisches Koordinatensystem. 
(17 P) 

b) Für  sind die Punkte 0 0a< < ,5 ))2ln(|( aaA , ))2ln(|( aaB −  

und  Eckpunkte eines Dreiecks, das um die y-Achse rotiert.  (0 / 0)O

Bestimmen Sie den Wert a , für den der Rauminhalt des 

entstehenden Kegels maximal wird. 
(5 P) 

c) Es sei . Der Graph , die x-Achse und die Gerade mit der 

Gleichung 

0a = 0G

2x e=  schließen eine Fläche ein. Berechnen Sie den 

Inhalt dieser Fläche und zeigen Sie dabei durch eine geeignete 

Integrationsmethode, dass ∫ +−⋅= Cxxxdxx ))ln(()ln(  gilt. 
(5 P) 

d) Es werden die Graphen der Funktionen  und  mit den 

Funktionsgleichungen 

ef g

);ln()( 2xexfe += ∈x IR;    und   0x ≥ ( ) = −xg x e e ; ∈x  IR; 1x ≥  

betrachtet. 

Zeigen Sie, dass die Graphen der Funktionen  und  

spiegelbildlich zueinander liegen. 

ef g

(3 P) 
 

M08_A2_H-A nur für Lehrkräfte  Seite 1 von 4 



Ministerium für Bildung und Frauen  Schriftliche Abiturprüfung 
Schleswig-Holstein  2008 

Leistungskurs Mathematik 
Thema: Analysis  

 

 

 
Zuordnung 
Bewertung 

 

Erwartete Leistung 
I II III 

a) 
 

Definitionsbereich :  
Der Definitionsbereich der Logarithmusfunktion ist IR+, daher 
muss a+x2 positiv sein. Daraus folgt 
  = IR für , 

afD 0a >
  = IR\  für , 

afD }0{ 0a =

 { }axaxxD
af −>∨−−<= |  

bzw. { }axxD
af −>= |  für . 0a <

 
Symmetrie: Ich untersuche die Beziehung  ).()( xfxf aa =−

).()ln())(ln()( 22 xfxaxaxf aa =+=−+=− Also liegt eine 
Symmetrie zur y-Achse vor. 
 
Achsenschnittpunkte : 
Die Graphen Ga schneiden die y-Achse bei (0) ln( )af a=  für  

. Für a ≤ 0 gibt es keine Schnittpunkte. 0a >
 Für Schnittpunkte mit der x-Achse gilt . Aus 

 folgt  a+x2 = 1. Lösungen sind 

( ) 0a Nf x =

0)ln( 2 =+ xa axN −= 1
1

 

und axN −−= 1
2

  für , d.h.  1a ≤
für a=1 gibt es nur einen „Schnittpunkt“ N1(0/0). 
Für a>1 gibt es keine Schnittpunkte. 
 
Extrempunkte: 
 
Ableitungen  

  2

2( )a
xf x

a x
′ =

+
,  

 
2

2 2

2( )( )
( )a

a xf x
a x

−′′ =
+

 

Notwendig für das Vorliegen eines Extremums ist, dass  

  ist. Daraus folgt  und a ≠0.                     
Für a=0 existieren keine lokalen Extrema. 

( ) 0a Ef x′ = 0Ex =

Es ist noch eine hinreichende Bedingung, z. B.   

und   

( ) 0a Ef x′ =

0)( ≠″
Ea xf  zu untersuchen. 

a
f a

2)0( =′′ , a≠0 

Fallunterscheidung:  
Für a>0 ist , d.h. an der Stelle 0 liegt ein lokales 
Minimum vor. Der Funktionswert ist ln(a). 

0)0( >′′af
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Hieraus ergibt sich für den Fall a<0, dass kein Extremum 
vorliegt, da ln(a) nicht definiert ist. 
Damit haben nur die Graphen mit a>0 Tiefpunkte Ta(0/ln(a)). 
 
Wendepunkte: 
 Notwendige Bedingung für das Vorliegen eines 

Wendepunktes ist  . ( ) 0a Wf x′′ =

Es ist die Gleichung  0
)(
)(2
22

2

=
+

−
xa
xa zu lösen.    Es folgt 

axW +=
1

    und axW −=
2

  für a > 0 , weil dann der 
Nenner an den Stellen  ungleich Null ist . 

2,1Wx

Die Wendepunkte lauten daher 1( / ln(2+W a a)) und 

2( / ln(2−W a a))   für . 0a >
 
 
Zeichnen der Graphen 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 
 
 
 

1 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 

b) Kegel maximalen Rauminhaltes 
1( ) ln(2 )
3

V a a aπ= − ,  ar =  

)2ln()2ln( aah −== , weil 0 < a < 0,5. 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

2 
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Für die Bestimmung der Extremstelle werden die 1. und die 
2. Ableitung  

1( ) (ln(2 ) 1)
3

V a aπ′ = − +   und  

1 1( )
3

V a
a

π′′ = −    benötigt. 

Notwendig für das Vorliegen eines Extremums ist, dass 
 ist. Daraus folgt ln , ( ) 0EV a′ = (2 ) 1 0Ea + =

somit ergibt sich 
1
2Ea
e

= . 

Es ist noch eine hinreichende Bedingung, z.B. und 
 zu untersuchen.  

( ) 0EV a′ =
0)( ≠′′ EaV

Da 
1( ) 0
2

V
e

′′ < , nimmt V für 
1
2Ea
e

=  ein Maximum an. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
1 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 

1 

 
c) 

 
Berechnung des unbestimmten Integrals durch partielle 
Integration:  

∫ ∫∫ +−=⋅−⋅=⋅= Cxxxdx
x

xxxdxxdxx )ln(1)ln()ln(1)ln(  

 
 
Berechnung der Maßzahl des Flächeninhaltes 

∫∫ +=−⋅=⋅==
2

2

2

1

2
1

1

2 22])ln([2)ln(2)ln(
e

e
e

exxxdxxdxxA  

 
 
 

 
3 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

2 

 

 
d) 

 
Die Idee zur Lösung entsteht möglicherweise über die 
grafische Darstellung von  und . ef g
 
Es ist zu vermuten, dass die Graphen der Funktionen 
spiegelbildlich zur 1. Winkelhalbierenden liegen. Dazu ist zu 
zeigen:  ist Umkehrfunktion zu . g ef
 
 2: ln( )= +ef y e x   
  2ye e x= +
 ⇒ yx e e= − ,  0x ≥
 
Vertauschen der Elemente von Definitionsbereich und 

Wertebereich ergibt : = −xg y e e ; ∈x IR; 1x ≥ . 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 

 12 15 3 
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Aufgabe 3 

Gegeben sind in einem kartesischen Koordinatensystem die Gerade g mit der 

Gleichung 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

0
3
2

: sxg  und die Gerade h durch die Punkte A(1|3|–1) und 

B(3|–1|3). E sei die Spiegelebene von A zu B. 

a) Zeigen Sie, dass sich die Geraden g und h schneiden und 

bestimmen Sie den Schnittwinkel. Ermitteln Sie die Gleichungen 

der Kugeln, die die folgenden drei Bedingungen zugleich erfüllen: 

 die Mittelpunkte liegen auf der Geraden g, 

 der Radius beträgt 3 LE und  

 die Ebene E ist Tangentialebene 

[Kontrolle: E:  x1 – 2 x2 + 2 x3 = 2 ]. 
(12 P) 

b) Die Gerade g und die Ebene E schneiden sich im Punkt D. 

Bestimmen Sie den Abstand des Mittelpunktes der Strecke AD  zur 

Geraden h. 
(8 P) 

c) Gegeben ist die Ebenenschar Fk mit  

und IR\{0}. Untersuchen Sie Fk  auf Schnittpunkte S1, S2 und S3 

mit den Koordinatenachsen und diskutieren Sie eventuelle 

Lagebesonderheiten. 

02)1(: 321 =−+−− kkxxxkFk

∈k

(5 P) 

d) Es ist bekannt, dass ein reelles k > 1 existiert, für welches das 

Volumen V der Pyramide OS1S2S3  mit den Punkten aus 

Teilaufgabe c) minimal wird. Bestimmen Sie dieses k. 

[Falls Sie in Teilaufgabe c) keine Punkte ermitteln konnten, 

verwenden Sie alternativ       

 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ 00
21
k

S  ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

0
1

02 k
k

S ; ( 2003S ). Diese Punkte 

stimmen nicht mit den von Ihnen errechneten überein.] 
(5 P) 
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Zuordnung 
Bewertung 

 Erwartete Leistung  
I II III 

a) 

Es sind g und h gegeben durch 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

0
3
2

: sxg  und 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

4
4

2

1
3
1

: txh .  

Da A(1|3|-1) auf g liegt (für ), schneiden sich die Geraden g und h. 1−=s
 
Für den Schnittwinkel α zwischen g und h gilt 

.452
2
1

2
1

72
42

4)4(211

4
4

2

1
0
1

cos
22222

°=α⇒==+=
+−+⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=α  

 
 
Bestimmung der Gleichungen für die Kugeln, welche die drei Bedingungen 
erfüllen 
 
Gesucht sind alle Punkte auf g, die den Abstand 3 LE zur Ebene E haben. 
Für die Spiegelebene E von A zu B gilt: Der Vektor AB  ist 
Richtungsvektor der Gerade h (s.o.) und Normalenvektor der Ebene E 

(also auch AB
2
1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
2
2

1
) und der Mittelpunkt P der Strecke AB  mit 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=+=

1
1
2

2
1 ABOAOP   liegt in der Ebene.  

Es folgt .0
2
2

1

1
1
2

x:E =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−  

 
Unter Verwendung der Hesse’schen Normalform ergibt sich als 
Abstandsansatz 

 

 
 
 
 
1 
 
 

1 
 
 
 
 
 
 

2 
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Bewertung 

 Erwartete Leistung  
I II III 

  

3
2
2

1

9
1

1
1
2

1
0
1

0
3
2

=

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
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Durch Einsetzen der ermittelten Werte in den Geradenterm erhält man 
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b) D wird berechnet durch Einsetzen des Geradenterms von g in die 
Ebenengleichung von E: 
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Das Einsetzen in die Geradengleichung ergibt D( 4 | 3 | 2 ). 
 
Damit ist der Mittelpunkt der Strecke AD  dann MAD( 2,5 | 3 | 0,5 ). 
 
Die orthogonale Ebene E1 zur Geraden h, die MAD enthält, ist gegeben 
durch 
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 Das Einsetzen des Geradenterms von h in die Normalenform von E1 liefert 

die Gleichung  Daraus ergibt sich  .0
2
2

1
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3
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 – 1,5 + t  + 4t – 3 + 4t = 0  ⇔  9t = 4,5  ⇔  t = 
2
1

. 

Damit ist der Schnittpunkt F der Geraden h mit der Ebene E1  F(1,5 | 2 | 0). 
 
Für den Abstand d des Punktes MAD zum Punkt F folgt 
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c) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Schnittpunkte der Ebenenschar mit der 
 
1.Koordinatenachse: 
Ich setze x2, x3 = 0. Dann folgt 
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Für k = 1 existiert kein Schnittpunkt mit der x1-Achse, d.h. F1 ist parallel 
zur x1-Achse. 
 
2. Koordinatenachse: 
Ich setze x1, x3 = 0. Dann folgt 
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3. Koordinatenachse: 
Ich setze x1, x2 = 0. Dann folgt ( )10010 333 Sxkxk ⇒=⇔=− . 
Der Schnittpunkt mit der x3-Achse ist unabhängig von k. 
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d) 
 

Gesucht ist der reelle Wert k > 1,  für den V(k) minimal ist. 

Das Volumen einer Pyramide ist   ( ) 3216
1
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Zur Überprüfung der notwendigen Bedingung für die Existenz von lokalen 
Extrema verwende ich die 1. Ableitung von V.  
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Es folgt , also und somit . ( ) 0' =kV 02412 2 =− kk 20 =∨= kk
Da k > 1 sein muss, folgt . 2=k
 
Weil nur ein k > 1 die notwendige Bedingung erfüllt, muss bei k = 2 das 
Volumen minimal sein.  
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b) Die Bundesligastatistik über viele Jahre weist aus, dass im Mittel 

etwa 3 Tore pro Spiel (Spieldauer: 90 Minuten) fallen. Ein 
Zuschauer verlässt während der Spielzeit für 3 Minuten seinen 
Sitzplatz, um die Toilette aufzusuchen. Auf dem Weg überlegt er 
sich, ob er bis zu seiner Rückkehr ein Tor „verpasst“ haben wird. 
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ausgerechnet in diesen 
3 Minuten mindestens ein Tor fällt. Begründen Sie Ihre Wahl einer 
passenden Zufallsvariablen und ihrer Verteilung. Gehen Sie dabei 
insbesondere kritisch auf den Modellcharakter Ihrer Wahl ein. (6 P) 

c) Ein Busunternehmen aus Flensburg bietet den Transport zum 
Stadion an. Es verfügt über zwei Busse mit insgesamt 92 Plätzen. 
Man kann einen Busplatz telefonisch oder per Internet buchen, 
aber erst beim Fahrtantritt zahlen. Der Andrang bei Fußballspielen 
ist erfahrungsgemäß groß, und das Angebot ist stets ausgebucht. 
Allerdings werden im Mittel nur 89 % der gebuchten Plätze 
tatsächlich wahrgenommen. Wegen der zu erwartenden Absagen 
von gebuchten Fahrten nimmt das Unternehmen deshalb 101 
Plätze – also mehr als vorhanden – zur Buchung an. 
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei Fahrtantritt mehr 
als 92 Fahrgäste erscheinen und damit Personen mit gebuchten 
Plätzen abgewiesen werden müssen. 
Bestimmen Sie die Maximalzahl der Buchungen, die der 
Unternehmer zulassen kann, so dass er mit einer 
Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % keine Beschwerden 
wegen Überbuchungen erhält. (12 P) 

d) Das Busunternehmen will erreichen, dass der Anteil der Absagen 
sinkt. Deshalb ändert es seine Vertragsbedingungen dahingehend, 
dass schon gleich bei der Buchung eine Anzahlung von 5 € zu 
zahlen ist, die bei Nichterscheinen nicht zurückgezahlt wird. 
Während der nächsten 1000 Buchungen soll untersucht werden, ob 
die neue Regelung zu einer Senkung der Absagerquote führt.  
Leiten Sie dazu eine Entscheidungsregel her. Gehen Sie dabei von 
einem Signifikanzniveau von 5% aus.  (8 P) 
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a) Die zuerst ankommende Person hat 31 Plätze zur Auswahl, die zweite 30, usw. 
und die letzte schließlich noch 3.  

Das ergibt 331011,4
!2
!313...3031 ⋅≈=⋅⋅⋅ Möglichkeiten. 

Da man bei den freien Plätzen die Reihenfolge nicht berücksichtigen kann, gibt 

es  Möglichkeiten für die freien Plätze. 465
2
31

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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b) Es werden im Folgenden zwei mögliche Lösungswege angegeben: 

1. Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Tor in einer Zeitspanne 

von einer Minute fällt, bei 3 Toren pro Spiel 
30
1 ist. Wenn man annimmt, 

dass die Wahrscheinlichkeit für einen Torschuss in jeder der drei Minuten 
gleich bleibt und nicht mehr als ein Tor pro Minute fallen kann (darf), dann 
ist die Zufallsvariable X, die die möglichen Anzahlen der in einem Spiel 
fallenden Tore beschreibt, binomialverteilt mit den Parameter n = 3 und 

p = 
30
1 . 

 Dann gilt .0967,09033,01
30
291)0(1)1(

3

=−≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−==−=≥ XPXP  

 Sicher ist die Wahrscheinlichkeit für einen Torschuss nicht in jeder Minute 
gleich, denn 

- führende Mannschaften können schon einmal einen Gang herausnehmen; 

- gegen Spielende kann die Kondition nachlassen; 

- die Konzentration der Verteidigung kann nachlassen;  

- eine Mannschaft kann sich schon mit einem Spielergebnis zufrieden 
gegeben haben; 

- oder eine Mannschaft kann unter dem Zeitdruck besonders offensiv spielen. 

 (*Hinweis zur Bewertung: Für jedes Argument, in dem kritisch auf den 
Modellcharakter eingegangen wird, sollte ein Punkt gegeben werden, 
höchstens jedoch drei Punkte.) 

2.  Ein Tor ist ein relativ seltenes Ereignis. Nimmt man an, dass in gleichlangen 
Spielzeitintervallen die Wahrscheinlichkeit für das Fallen eines Tores 
konstant ist, und dass auch in sehr kurz aufeinander folgenden Zeitintervallen 
Tore möglich sind, dann kann man die Zufallsvariable X, die die möglichen 
Anzahlen der in einem Spiel fallenden Tore beschreibt, als Poisson-verteilt 

mit dem Parameter 
10
1

30
13 =⋅=μ  ansehen.  

     Dann gilt . 0952,01)0(1)1( 1,0
1,01,0 ≈−==−=≥ −eXPXP

     Begründungen wie unter 1. Hier wäre auch ein Eingehen auf die möglichen 
Werte von X, also 0, 1, 2, … denkbar. X ließe also auch eine über alle 
Grenzen wachsende Anzahl von Toren innerhalb von drei Minuten zu. 
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c) • Es kennzeichne die Zufallsvariable Y die möglichen Anzahlen der 101 
Personen, die tatsächlich an der Fahrt teilnehmen wollen. Y ist 
binomialverteilt mit den Parameters n = 101 und p = 0,89. 

Wegen  (Laplace-Bedingung) kann 
man Y näherungsweise als normalverteilt ansehen. Es gilt 

98879,911,089,0101)1( >=⋅⋅=− pnp

( )

%3,207967,01

8300,01
8879,9

89,895,921)92(1)92(

≈−≈

Φ−≈⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −Φ−≈≤−=> YPYP  

• Die Zufallsvariable Y ist jetzt binomialverteilt mit den Parametern n und 
p = 0,89, wobei n so zu bestimmen ist, dass 95,0)  gilt. 92( ≥≤YP

Da n mindestens 92 betragen muss, gilt die Laplace-Bedingung, denn 
 .90068,911,089,09211,089,0 >=⋅⋅≥⋅⋅n

Somit folgt 95,0
11,089,0
89,05,92)92( ≥⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅⋅
⋅−Φ≈≤
n
nYP  und damit 

.645,1
11,089,0
89,05,92 ≥

⋅⋅
⋅−
n
n  

Mit der Substitution nx = und Rundungen auf vier Dezimalen folgt 
, also  xx 5147,089,05,92 2 ≥− .09326,1035783,02 ≤−+ xx

Mit der quadratischen Ergänzung erhält man die Ungleichung 
 und damit ( ) 0162,1040836,09326,1032892,0 2 =+≤+x

1988,100162,1042892,0 ≈≤+x , also 
, woraus 1988,102892,01988,10 ≤+≤− x

9096,9488,10 ≤≤− n  folgt. 
Da n nicht negativ ist, folgt . Man darf also höchstens 98 
Buchungen vornehmen, damit mit mindestens 95 %iger Wahrscheinlichkeit 
keine Beschwerden wegen der Überbuchungen kommen. 

2,98≤n
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d) Die Testvariable T beschreibt die möglichen Anzahlen von Absagen. Wenn man 
annimmt, dass alle Bucher unabhängig voneinander buchen, also z. B. keine 
Gruppen (Familien, Fanclubs, …) geschlossen buchen bzw. geschlossen 
absagen, dann kann man T als binomialverteilt mit den Parametern n = 1000 und 
p annehmen.  

Wenn man überprüfen will, ob die Absagerquote durch den Anzahlungszwang 
gesenkt wurde, muss man annehmen, dass die Regelung nichts oder das 
Gegenteil bewirkt hat. Die Nullhypothese lautet damit H0: . 11,0≥p

Man wird die Hypothese ablehnen, wenn die Zahl der Absagen relativ klein ist, 
also in einem Intervall [0; c] liegt. 

Wegen ist T näherungsweise 

normalverteilt mit μ = 110 und 

99,9789,011,01000)1(1000 ≥=⋅⋅≥−⋅⋅ pp
9,97=σ . 

Aufgrund der Wahl des Signifikanzniveaus 5 % gilt 

05,0
89,011,01000

1105,0)( ≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅⋅
−+Φ≤≤ ccTP und damit 

.95,0
89,011,01000

5,0110 ≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅⋅
−−Φ c Dem Tafelwerk entnimmt man 

645,1
89,011,01000

5,0110 ≥
⋅⋅

−− c , woraus 

224,9389,011,01000645,15,109 ≈⋅⋅⋅−≤c , also folgt. Der 
Ablehnungsbereich lautet [0; 93]. Wenn also unter 1000 Buchungen höchstens 
93 Absagen auftreten, kann man von einem Erfolg der Maßnahme sprechen, da 
nur mit einer Wahrscheinlichkeit von höchstens 5 % so wenige Absagen 
vorkommen, wenn die Maßnahme nicht gegriffen hätte. 

93≤c
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Aufgabe 6 
 

Falschparker  

Nach Angabe des Berliner Senates beträgt der Anteil der Falschparker (also 
Autos ohne Parkschein) gemäß einer Studie aus dem Frühjahr 15%. (Das 
Parkverhalten eines Einzelnen wird durch die Anderen nicht beeinflusst.) 

 
a) Zwei Berliner Politessen überprüfen zunächst den Parkplatz 

„Kudamm-Karree“ mit genau 34 Autos, dann den Parkplatz 
„Kurfürstendamm“ mit 48 Autos. 
 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die Politessen 

auf beiden Parkplätzen zusammen mindestens vier Falschparker 
aufschreiben. 

 Geben Sie an, mit wie vielen Falschparkern die Politessen auf 
beiden Parkplätzen zusammen rechnen können. (4 P) 

b) Die Senatsverwaltung möchte eine Stichprobe von überprüften 
Autos untersuchen. 
 Bestimmen Sie für eine Stichprobe von 500 Autos den 

kleinstmöglichen, zum Erwartungswert symmetrischen Bereich, 
in dem die Zahl der Falschparker mit einer Wahrscheinlichkeit 
von mindestens 80% liegt.  

 Berechnen Sie, wie viele parkende Autos man überprüfen muss, 
um mit einer Wahrscheinlichkeit von über 99 % mindestens 
einen Falschparker zu erwischen. (8 P) 
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c) Es gibt nicht überall und jederzeit Politessen. Deswegen kann man 

davon ausgehen, dass nur etwa 10% von allen Falschparkern durch 
Kontrollen von Politessen gefunden werden. Etwa die Hälfte davon 
kehrt nach wenigen Minuten zum Wagen zurück und trifft dort die 
Politessen noch an. Da sich Berlin als autofahrerfreundliche Stadt 
präsentieren will, hat der Senat zunächst beschlossen, dass diese 
Personen nur mündlich verwarnt werden, aber die normale 
Parkgebühr von 1 € pro Stunde nachbezahlen müssen. Die andere 
Hälfte muss ein Bußgeld von 15 € bezahlen. 
Ein Senatsbeamter kommt in einem Aktenvermerk aufgrund der 
angegebenen Daten zu dem Schluss, dass die Stadt mit jedem 
Falschparker einen Verlust von 0,20 € macht. Er schlägt deswegen 
eine Erhöhung des Bußgeldes auf 19 € vor. 
Auf Nachfrage erklärt der Beamte, er sei zu seinem Ergebnis wie 
folgt gekommen: 

90 % der Falschparker werden nicht erwischt, jeder von diesen 
bringt 1 € Verlust. Von den restlichen 10 % bringt die Hälfte 
keinen Verlust und die andere Hälfte eigentlich ja nur 14 € 
Mehreinnahmen. 

 Beurteilen Sie seine Rechnung.  
 Untersuchen Sie den Vorschlag des Beamten auf Erhöhung des 

Bußgeldes.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(7 P) 

d) Der Senat entschloss sich letztendlich zu einer drastischen 
Erhöhung der Parkgebühren. Im Gegensatz zum Senat befürchten 
die Medien, dass (deswegen) der Anteil der Falschparker deutlich 
angestiegen sein könnte. 
 Leiten Sie ein Testverfahren für eine Kontrolle von 2400 

Fahrzeugen her, mit dem man die Befürchtungen der Medien 
untersuchen kann. Geben Sie dazu Entscheidungsregeln bei 
einem Signifikanzniveau von 5 % an. 

Eine unabhängige und verlässliche Studie nach der 
Gebührenerhebung im Sommer ergab, dass der Falschparkeranteil 
nunmehr bei mindestens 18 % liegt.  
 Bestimmen Sie den kleinstmöglichen Bereich für die 

Wahrscheinlichkeit, dass sich der Senat trotzdem in seiner 
Ansicht bestätigt fühlt, wenn man obigen Test durchführt. (11 P) 
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Zuordnung 
Bewertung 

 
Erwartete Leistung  

I II III 

a) X beschreibt die Anzahl der Falschparker. 
X ist binomialverteilt mit n = 82 und p = 0,15; also B82;0,15-verteilt.  
P(X ≥ 4) = 1 – P(X ≤ 3) =  1 – P(X = 0) – P(X = 1) – P(X = 2) – P(X = 3)  
≈ 1 – 0,0000016 – 0,000024 – 0,000169 – 0,000794 ≈ 0,999011  
(0,999013 bei nicht gerundeten Zwischenwerten).  
Die Wahrscheinlichkeit beträgt also ca. 99,9 %. 
Es ist E(X) = n p = 82 ⋅ 0,15 = 12,3 . 
Die Politessen müssen daher mit ca. 12 Falschparkern rechnen. 

 

 
 
 

 
3 

 
 

1 

 

 

b) X beschreibt die Anzahl der ertappten Falschparker bei n überprüften Autos;   
X  ist Bn ; 0,15 - verteilt. 

Kleinstmöglicher Bereich symmetrisch zum Erwartungswert: 

n = 500 und p = 0,15 ⇒  μ = 75  und  85,015,0500 ⋅⋅=σ  

85,015,0500 ⋅⋅=σ ≈ 7,984 

Es gilt 8,0)dXd(P ≥+μ≤≤−μ   ⇒  8,0)
d

()
d

()dXd(P ≥
σ

−Φ−
σ

Φ≈+μ≤≤−μ  

⇒ 8,01)
d

(2 ≥−
σ

Φ  ⇔ 9,0)
d

( ≥
σ

Φ    

Aus der Tabelle für die Gaußsche Summenfunktion entnimmt man ≥
σ

d
1,28 . Damit 

gilt  d ≥ 10,22, also muss d = 11 sein. Damit ist das gesuchte Intervall [ 64 ; 86 ].  

Umfang der Stichprobe 

Wenn n der Umfang der Stichprobe ist, so gilt P(X≥1) > 0,99 ⇔ 1 – P(X=0) > 0,99 ⇔ 

P(X=0) < 0,01 ⇔ < 0,01 ⇔ < 0,01 ⇔  n ln(0,85) < ln(0,01) ⇔ n85,0015,0
0
n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ n85,0

n > 
)85,0ln(

)01,0ln(
 ( da ln(0,85) negativ ist). Daher ist also n > 28,34, d h. n ≥ 29.  

Es müssen also mindestens 29 parkende Autos kontrolliert werden.  
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Zuordnung 
Bewertung 

 
Erwartete Leistung  

I II III 

c) Der Beamte hat den Verlust von 0,20 Euro pro Falschparker richtig erklärt: 

Es ist G die „Einnahme“ durch Falschparker pro Stunde im Vergleich zu einem 
Nichtfalschparker. Ein nicht ertappter Falschparker bringt 1 € Verlust. Der verwarnte 
Falschparker zahlt nach, bringt also weder Gewinn noch Verlust. Ein Falschparker, der 
ein Bußgeld von 15 € zahlt, bringt 14 € Gewinn, denn 1 € hätte er ja sonst (als 
Nichtfalschparker) gebracht.   

 Falschparker nicht 
ertappt Nur verwarnt Mit Bußgeld 

gi (in €) –1 0 14 

P(G=gi ) 0,90 0,05 0,05 

Der Erwartungswert E(G) ist dann E(G) = 0,9 ⋅(– 1) + 0,05 ⋅0 + 0,05 ⋅14 =  – 0,20,   

d h. pro Falschparker macht die Stadt im Durchschnitt einen Verlust von 0,20 €. 

 

Man müsste also eine Erhöhung des Bußgeldes beschließen, damit zumindest die Stadt 
keinen Verlust macht. 

Ist B das erhöhte Bußgeld, so gilt für die Situation „Kein Verlust“: 
Erwartungswert E(G) = 0,9 ⋅(– 1) + 0,05 ⋅0 + 0,05 ⋅B = 0 ⇔ 0,05 ⋅B = 0,9 ⇔ B = 18 
Damit kein Verlust entsteht, müsste das Bußgeld mindestens auf 18+1 € = 19 € erhöht 
werden.  

Der Vorschlag des Beamten lässt also keinen Verlust erwarten, bei 20 € könnte man 
sogar einen Gewinn erwarten. (hier 0,05€ pro Falschparker im Durchschnitt). 
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Zuordnung 
Bewertung 

 
Erwartete Leistung  

I II III 

d) Wenn man die Bedenken der Medien testen will, wird man als zu testende Nullhypo-
these das Gegenteil von dem annehmen, was die Medien aufgrund dieser Maßnahme 
befürchten, damit man diese Annahme ggf. mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von       
5% verwerfen kann. 
H0 sei die Hypothese, dass die Maßnahme ohne Folgen für die Falschparkerquote ist, der 
Prozentsatz also gleichgeblieben ist.   H0: p = 0,15 . 
Die Gegenhypothese lautet dann H1: p > 0,15. 
 
Die Zufallsvariable X beschreibe die möglichen Anzahlen von Falschparkern bei der 
Stichprobe mit n = 2400. Man wird die Nullhypothese ablehnen, wenn man relativ viele 
Falschparker bei der Stichprobe findet, also liegt hier ein rechtsseitiger Signifikanztest 
vor. Also ist unter der Annahme „H0 ist wahr“ die kleinste ganzzahlige Grenze g gesucht 
mit (g gehört also schon zum Ablehnungsbereich). 05,0)gX(P ≤≥
X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 2400 und p = 0,15.  
Es kann hier die Näherung von Moivre-Laplace verwendet werden, da 

ist. Es gilt                930685,015,02400)p1(pn >=⋅⋅=−⋅⋅
95,0)1gX(P05,0)gX(P ≥−≤⇔≤≥ . Mit der Näherung folgt 

95,0
306

15,024005,01g
≥

⋅−+−
Φ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . Somit ist mittels der Tabelle der Normalverteilung 

und der Monotonie der Φ-Funktion  645,1
306

5,360g
≥

−
. Folglich ist g ≥ 389,28 und 

daher  g = 390 (Ohne Korrekturglied 0,5 ergibt sich g ≥ 389,78, also ebenfalls g = 390). 

Damit ist der Ablehnungsbereich der Nullhypothese K = [ 390 ; 2400 ]. Wir haben daher 
folgende Entscheidungsregel: 
Werden 390 oder mehr Falschparker erwischt, so verwerfen wir die Nullhypothese, d h. 
wir werden die Befürchtungen der Medien teilen. Werden höchstens 389 Falschparker 
ertappt, so bleiben wir bei der Nullhypothese, d h. wir entscheiden uns gegen die 
Befürchtungen der Medien und unterstützen die Meinung des Senats.  
 
Wenn H0 nicht verworfen wird, obwohl H0 falsch ist (hier p ≥ 0,18), begeht man einen 
Fehler zweiter Art. Dieser  tritt genau dann ein, wenn man im Annahmebereich der 
Nullhypothese landet, d h. im Intervall K = [ 0 ; 389]. Je größer der Parameter p wird, 
desto kleiner wird die Wahrscheinlichkeit, dass der Test ein Ergebnis aus K liefert. Im 
Extremfall p = 1 wäre die Wahrscheinlichkeit dann Null. Die Wahrscheinlichkeit nimmt 
den größten Wert an, wenn p kleinstmöglich ist, also p = 0,18. In diesem Fall gilt mit der 
Näherungsformel (da ist) 924,35482,018,02400)p1(pn >=⋅⋅=−⋅⋅

( 26,21
24,354
5,42

24,354

18,024005,0389
)389X(P Φ−≈

−
Φ=

⋅−+
Φ≈≤ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ) ≈ 1 – 0,9881, 

somit ist P(X ≤ 389) ≈ 0,012 (ohne Korrekturglied 1 – Φ(2,29) ≈ 1 – 0,9890 = 0,011). 
 
Das kleinstmögliche Intervall, welches die Wahrscheinlichkeiten umfasst, mit denen wir 
dem Senat nach dem Test zustimmen, obwohl H0 falsch ist, ist  [0% ; 1,2%]. 
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Aufgabe 1 

Kurvenschar mit Extremakurve 
 

Gegeben sei die Kurvenschar f k mit  )3x2xk(
1k

1)x(f 2
k +−

+
= , k ∈ R\ {-1;0} , 

und die Funktion g mit  g x
x x

x
( ) =

− +
+

2 3
1

 . 

a) Beschreiben Sie die Graphen der Schar für verschiedene 
Parameter k. (6 P) 

b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktionenschar fk in 
Abhängigkeit von k. Zeigen Sie, dass der Extrempunkt eines jeden 
Graphen zu fk auf dem Graphen zu g liegt. Entscheiden Sie, ob 
jeder Punkt des Graphen zu g auch Extrempunkt einer Scharkurve 
zu fk ist. 

(6 P) 

c) Untersuchen Sie den Graphen zu g auf Schnittpunkte mit den 
Koordinatenachsen sowie auf Extrem- und Wendepunkte. (6 P) 

d) Eine Scharkurve wird durch die Geraden x = 0 und x = 3 in den 
Punkten Ak und Bk geschnitten. Durch diese Punkte verläuft die 
Gerade ik . 

Für k > 1
3  liegen Ak , Bk und auch die Graphen zu fk oberhalb der 

x-Achse. 
Die Koordinatenachsen, die Gerade ik und die Gerade x = 3 
begrenzen ein Flächenstück.  
Die Scharkurve teilt dieses Stück in zwei Teile. Berechnen Sie den 
Inhalt der Teilflächen und zeigen Sie, dass diese im Verhältnis 2 : 1 
zueinander stehen. 

(7 P) 

e) 
Nun ist die Funktion h mit h x

x x
x

( ) =
− +

+

2 3
1

 gegeben.  

Beweisen Sie, dass die Funktion h einen symmetrischen Graphen 
hat. 
Untersuchen Sie die Funktion h auf Differenzierbarkeit an der Stelle 
x0 = 0 . 

(5 P) 
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Erwartungshorizont 
  Bewertung
  I II III 
a)  

 
 
Die Scharkurven sind Parabeln 2.Ordnung.  
 
Für k < -1 und für k > 0 sind die Parabeln nach oben geöffnet, haben also 
einen Tiefpunkt. Für –1 < k < 0 sind die Parabeln nach unten geöffnet, 
haben also einen Hochpunkt.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5 
 

 

b) Notwendig für einen Extrempunkt bei xE ist fk(xE) = 0. Die erste Ableitung ist  
 

)2xk2(
1k

1)x(fk −
+

=′ .  Die Gleichung 0)2xk2(
1k

1 =−
+

 hat die 

Lösung  
k
1x = .  Weil es sich hier um Parabeln 2.Ordnung handelt, ist die 

hinreichende Bedingung erfüllt.  
 

Die lokalen Extrema liegen damit bei Ek
1 3 1

1k
k

k k
;

( )
−
+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ . 

Es gilt  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+
−=

+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

k
1f

)1k(k
1k3

k
11

k
3

k
1

k
1g k

2

 .  

Damit liegen alle Extrempunkte der Schar auf dem Graphen zu g. 
 

Da immer 0
k
1 ≠  ist, gibt es keinen Extrempunkt mit x-Koordinate null, aber 

(0 / 0) ist ein Punkt des Graphen zu g.   
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Der Inhalt der Fläche unter dem Graphen zu fk  errechnet sich durch 
 
 
 
 

Afk = ( )
1

93

0 +
=∫ k

k
dxxfk . Damit bestimmt man den Inhalt der Teilfläche  

oberhalb des Graphen zu fk mit Aoben = ATrapez  –  Afk  = 
)1(2

9
+k
k .  

Somit stehen die Inhalte der Teilflächen im Verhältnis 2 : 1. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 
 

1 

(e)  

 Es gilt h(– x) = 
x

xx

−+

−+−−

1

3)( 2

 = h(x)  für alle x ∈ IR.  

Also ist der dazugehörige Graph achsensymmetrisch zur Werteachse.  

 

Die Funktion h hat anscheinend an der Stelle x0 = 0 eine Spitze. Die 
Ableitung der Funktion h kann jeweils halbseitig definiert werden : 

′ =
′ >

− ′ <
⎧
⎨
⎩

h x
g x für x
g x für x

( )
( ),
( ),

0
0

 , ( der negative Bereich wegen der Symmetrie) 

der linksseitige Grenzwert des Differenzenquotienten ist für x → 0 genau 
- g’(0) = – 3 , der rechtsseitige Grenzwert ist  g’(0) =  3 , also ist h´ an der 
Stelle x = 0 nicht definiert.  
 

 
 

  
 
 
 
2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 

 Summe 12 15 3 
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Unabhängig von Ihren Ergebnissen aus dem Aufgabenteil a) arbeiten Sie bitte in 
den folgenden Teilaufgaben mit den Funktionen f1, f2, f3 mit  

05,23,29875,01375,0)( 23
1 ++−= xxxxf   für , ]2;0[∈x

2181,19658,20294,10960,0)( 23
2 ++−= xxxxf  für , ]15,5;2[∈x

1773,323728,155906,21421,0)( 23
3 +−+−= xxxxf  für , ]7;15,5[∈x

wobei das Koordinatensystem so gewählt ist, dass der Ursprung in der unteren 
linken Bildecke liegt und eine Längeneinheit 50 m entspricht.  

c) Aus der Ernte eines Rapsfeldes von einem Hektar Fläche kann man 
1500 Liter Biodiesel erzeugen. Berechnen Sie die Dieselmenge, die 
man von dem im Bild sichtbaren Feld erwarten kann.  

(4 P) 

d) Da die Straße relativ nahe am Seeufer verläuft, soll der Untergrund 
besser befestigt werden. Pro m Straßenlänge rechnet man mit 
4000 € Kosten. Berechnen Sie die Gesamtkosten der 
Straßenbefestigung.  
Hinweis: Die Länge eines Graphenabschnitts (die Bogenlänge) einer 

Funktion f in den Grenzen von a bis b ist durch ( ) dxxf
b

a
∫ ′+ 2)(1  

gegeben. 

(4 P) 

e) In der Kurve im oberen linken Quadrat soll nach mehreren 
Unfällen eine Geschwindigkeitsbegrenzung eingeführt werden. 
Durch die zulässige Höchstgeschwindigkeit soll dabei höchstens 

eine Radialbeschleunigung von 2 2s
m

 auftreten. Die 

Radialbeschleunigung errechnet sich aus dem Quadrat der 

Geschwindigkeit (in 
s
m

) dividiert durch den Krümmungsradius 

(in m). Der Krümmungsradius r(x) eines Graphen an der Stelle x 

wird durch 
)(

)))((1()(
32

xf
xfxr

′′
′+

=  berechnet. Entsprechende 

Verkehrsschilder stehen in 10 
h

km
 - Sprüngen zur Verfügung. 

Entscheiden Sie, welches Verkehrsschild aufgestellt werden muss.  

(8 P) 
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Bewertung  Erwartete Leistung I II III 
a) Ich wähle als Ursprung des Koordinatensystems die linke untere Ecke 

des Bildes. Ferner sei eine Längeneinheit durch den Abstand 
benachbarter Gitterlinien definiert. 
Die drei gesuchten ganzrationalen Funktionen dritten Grades lassen 
sich durch Funktionsgleichungen der Form 

,  
sowie beschreiben.  

dcxbxaxxf +++= 23
1 )( hgxfxexxf +++= 23

2 )(
utxsxrxxf =3 )( +++ 23

Jeder Funktionsterm enthält vier Parameter. Um diese zu bestimmen 
sind jeweils vier Gleichungen (Bedingungen) aufzustellen. 
Ein Beispielansatz:  
Der erste Straßenabschnitt soll durch den Graphen von angenähert 
werden: Die Straße kommt etwa bei S(0/2,05) ins Bild.  

1f

Ferner verläuft der Graph durch den Punkt P(1/3,5) und den Hochpunkt 
A(2/3,8), an dem die erste Ableitung gleich Null sein muss.  
Somit ist für die erste Funktion f1 zu fordern: 

0)2(;8,3)2(;5,3)1(;05,2)0( 1111 =′=== ffff .                
Durch Lösen des Gleichungssystems mit dem Rechner ergibt sich 
 

.
20
41

10
23,

80
79,

80
11 ==−== dundcba  

Damit lautet f1:  05,23,29875,01375,0)( 23
1 ++−= xxxxf . 

 
Für den nächsten Abschnitt fordere ich für f2 die Eigenschaften 

, da der Graph durch 
den Tiefpunkt B(5,15/2,3) verläuft.  

0)15,5(;0)2(;3,2)15,5(;8,3)2( 2
'

2
'

22 ==== ffff

 
Für den letzten Abschnitt wird f3 mit  

gewählt, da ich als 
Punkt des Graphen am rechten Bildrand T(7/2,75) ablese und der 
Graph dort eine waagerechte Tangente zu haben scheint. 

0)7(,0)15,5(,75,2)7(,3,2)15,5( 3333 =′=′== ffff

 
Der Rechner liefert die Lösungen 

2181,19658,20294,10960,0)( 23
2 ++−= xxxxf   und 

1773,323728,155906,21421,0)( 23
3 +−+−= xxxxf . 

 
Da die Punkte aus der Graphik nur grob entnommen werden konnten, 
ist es statthaft, die Parameter adäquat zu runden.  
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b) Mathematische Lösung: 

Der Mittelabschnitt lässt sich durch einen um 2 Einheiten nach rechts 
verschobenen, 
auf ¾ der normalen Höhe gestauchten  
und um 3,05 LE nach oben verschobenen cos – Graphen darstellen.  
Das Intervall zwischen 0 und π wird auf die Länge von 2 bis 5,15 
gebracht, braucht also nicht verändert zu werden, da die Werte ja nur 
angenähert ablesbar sind. 
Daraus folgt . g(x) 0,75cos(x 2) 3,05= − +
Alternative Lösung durch Probieren mit CAS, z. B. im Graphik-Modus. 

  
 

1 
1 
1 
 

1 
 

2 
(6) 

 

c) Die Funktionen f1, f2 und f3 aus a) sind abschnittsweise zu integrieren. 
Die Summe der Integralwerte gibt als Maßzahl den Inhalt der Fläche an, 
die vom zusammengesetzten Graphen und der x-Achse in den Grenzen 
von 0 bis 7 eingeschlossen ist. 
 

92,20)()()(
7

15,5
3

15,5

2
2

2

0
1 ≈++ ∫∫∫ dxxfdxxfdxxf  

1FE entspricht 2500m2.  Folglich  errechnen sich 20,92·2500 m2 = 
52300 m2 = 5,23 ha und damit 5,23 ·1500 l =7845 l. Man erzeugt etwa 
7800 bis 7900 l Biodiesel. 

 
 

1 
 
 
 

2 
 

 
 
  1 

  

d) Es sind abschnittsweise drei Bogenlängenintegrale zu berechnen.  

( ) ( ) ( ) 3,8)(1)(1)(1
7

15,5

2'
3

15,5

2

2'
2

2

0

2'
1 ≈+++++ ∫∫∫ xfxfxf  

 
Da 1 LE fünfzig Meter entspricht, folgt für die Kosten 8,3 · 50 ·  4000 € = 
1660000 €. 

 
 
 
 
 

 

 
 

3 
 
 

1 

 

e) 
Aus 

2

2

m v2
s r

= folgt, dass die Radialbeschleunigung  bei konstanter 

Geschwindigkeit maximal ist, wenn r minimal ist. Es ist also ein 
absolutes Minimum der Funktion r zu bestimmen, wobei f = f1 und 
x  zu beachten ist. Wenn minimal ist, dann gilt . [ 1;5,0∈ ] )(xr 0)( =′ xr
 
Der Rechner zeigt, dass die Gleichung  im Intervall [0,5 ; 1] 
keine Lösung besitzt. 

0)( =′ xr

 
Daher sind hier die Intervallgrenzen 0,5 und 1 auf Randextrema zu 
untersuchen. 
 
Wegen r(0,5) ≈ 3,33 und r(1) ≈ 1,67 ist der Radius mit ca. 1,67LE ≈ 83,4 
m am Punkt B minimal. 

Wegen 
h

km
s
mm

s
mrav 5,469,124,832 2 ≈≈⋅=⋅=   ist damit das    

h
km40 -Schild für die Geschwindigkeitsbegrenzung zu wählen. 
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Aufgabe 3 

Gegeben sind in einem kartesischen Koordinatensystem die Gerade g mit der 

Gleichung 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

0
3
2

: sxg  und die Gerade h durch die Punkte A(1|3|–1) und 

B(3|–1|3). E sei die Spiegelebene von A zu B. 

a) Zeigen Sie, dass sich die Geraden g und h schneiden und 

bestimmen Sie den Schnittwinkel. Ermitteln Sie die Gleichungen 

der Kugeln, die die folgenden drei Bedingungen zugleich erfüllen: 

 die Mittelpunkte liegen auf der Geraden g, 

 der Radius beträgt 3 LE und  

 die Ebene E ist Tangentialebene 

[Kontrolle: E:  x1 – 2 x2 + 2 x3 = 2 ]. 
(12 P) 

b) Die Gerade g und die Ebene E schneiden sich im Punkt D. 

Bestimmen Sie den Abstand des Mittelpunktes der Strecke AD  zur 

Geraden h. 
(8 P) 

c) Gegeben ist die Ebenenschar Fk mit  

und IR\{0}. Untersuchen Sie Fk  auf Schnittpunkte S1, S2 und S3 

mit den Koordinatenachsen und diskutieren Sie eventuelle 

Lagebesonderheiten. 

02)1(: 321 =−+−− kkxxxkFk

∈k

(5 P) 

d) Es ist bekannt, dass ein reelles k > 1 existiert, für welches das 

Volumen V der Pyramide OS1S2S3  mit den Punkten aus 

Teilaufgabe c) minimal wird. Bestimmen Sie dieses k. 

[Falls Sie in Teilaufgabe c) keine Punkte ermitteln konnten, 

verwenden Sie alternativ       

 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ 00
21
k

S  ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

0
1

02 k
k

S ; ( )2003S .] 

(5 P) 
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Zuordnung 
Bewertung 

 Erwartete Leistung  
I II III 

a) 

Es sind g und h gegeben durch 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

0
3
2

: sxg  und 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

4
4

2

1
3
1

: txh .  

Da A(1|3|-1) auf g liegt (für ), schneiden sich die Geraden g und h. 1−=s
 
Für den Schnittwinkel α zwischen g und h gilt 

.452
2
1

2
1

72
42

4)4(211

4
4

2

1
0
1

cos
22222

°=α⇒==+=
+−+⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=α  

 
 
Bestimmung der Gleichungen für die Kugeln, welche die drei Bedingungen 
erfüllen 
 
Gesucht sind alle Punkte auf g, die den Abstand 3 LE zur Ebene E haben. 
Für die Spiegelebene E von A zu B gilt: Der Vektor AB  ist 
Richtungsvektor der Gerade h (s.o.) und Normalenvektor der Ebene E 

(also auch AB
2
1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
2
2

1
) und der Mittelpunkt P der Strecke AB  mit 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=+=

1
1
2

2
1 ABOAOP   liegt in der Ebene.  

Es folgt .0
2
2

1

1
1
2

x:E =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−  

 
Unter Verwendung der Hesse’schen Normalform ergibt sich als 
Abstandsansatz 

 

 
 
 
 
1 
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 Erwartete Leistung  
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3
2
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1

9
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1
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1
0
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0
3
2

=

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
s  

 

( ) .1s5s3s36
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Durch Einsetzen der ermittelten Werte in den Geradenterm erhält man 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

5
3
7

1OM  und 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

1
3
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2OM  und somit für die gesuchten 

Kugelgleichungen 

9
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3
7
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⎝

⎛

−
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b) D wird berechnet durch Einsetzen des Geradenterms von g in die 
Ebenengleichung von E: 

.2s0s36

0
2
2

1

1
0
1

s
1

2
0

0
2
2

1

1
1
2

1
0
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⎟
⎟
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⎜
⎜
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⎟
⎟
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⎟
⎟
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⎛

 

Das Einsetzen in die Geradengleichung ergibt D( 4 | 3 | 2 ). 
 
Damit ist der Mittelpunkt der Strecke AD  dann MAD( 2,5 | 3 | 0,5 ). 
 
Die orthogonale Ebene E1 zur Geraden h, die MAD enthält, ist gegeben 
durch 

.0
2
2

1

5,0
3
5,2

x:E1 =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎛
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 Erwartete Leistung  
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 Das Einsetzen des Geradenterms von h in die Normalenform von E1 liefert 

die Gleichung  Daraus ergibt sich  .0
2
2

1

5,0
3
5,2

t21
t23

t1
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎝
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⎜
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⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−
+

 – 1,5 + t  + 4t – 3 + 4t = 0  ⇔  9t = 4,5  ⇔  t = 
2
1

. 

Damit ist der Schnittpunkt F der Geraden h mit der Ebene E1  F(1,5 | 2 | 0). 
 
Für den Abstand d des Punktes MAD zum Punkt F folgt 

5,125,011
5,0

1
1

0
2
5,1

5,0
3
5,2

=++=
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== ADFMd . 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

1 
 
 

 
 

2 
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c) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Schnittpunkte der Ebenenschar mit der 
 
1.Koordinatenachse: 
Ich setze x2, x3 = 0. Dann folgt 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

⇒
−

=⇔=−− 00
11

01 111 k
k

S
k

k
xkxk . 

Für k = 1 existiert kein Schnittpunkt mit der x1-Achse, d.h. F1 ist parallel 
zur x1-Achse. 
 
2. Koordinatenachse: 
Ich setze x1, x3 = 0. Dann folgt 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
⇒−=⇔=−− 0

2
0

2
02 222

k
S

k
xkx . 

 
3. Koordinatenachse: 
Ich setze x1, x2 = 0. Dann folgt ( )10010 333 Sxkxk ⇒=⇔=− . 
Der Schnittpunkt mit der x3-Achse ist unabhängig von k. 
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d) 
 

Gesucht ist der reelle Wert k > 1,  für den V(k) minimal ist. 

Das Volumen einer Pyramide ist   ( ) 3216
1

OSOSOS ⋅×⋅ . 

( ) ( ) 3216
1

OSOSOSkV ⋅×⋅=

( )
( )126
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Zur Überprüfung der notwendigen Bedingung für die Existenz von lokalen 
Extrema verwende ich die 1. Ableitung von V.  
 

( ) ( ) ( )2

2

2

2

12k12
k24k12

12k12
12k)12k12(k2k'V

−
−=

−
⋅−−⋅=   

 
Es folgt , also und somit . ( ) 0' =kV 02412 2 =− kk 20 =∨= kk
Da k > 1 sein muss, folgt . 2=k
 
Weil nur ein k > 1 die notwendige Bedingung erfüllt, muss bei k = 2 das 
Volumen minimal sein.  
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c) Von der Ecke T( 6 | – 6 | 0 ) des Turmes direkt unterhalb von B am 

Boden ausgehend soll ein Sicherungsdrahtseil zum Spannseil SVG 
gespannt und dort senkrecht befestigt werden. Entscheiden Sie, ob 
sich eine Strebe, die entlang der Geraden 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
1
1

0
3
9

rx:g  verläuft, und das Sicherungsdrahtseil stören 

und bestimmen Sie ggf. den Abstand zwischen der Strebe und dem 
Drahtseil. (9 P) 

d) Auf der Grundfläche ABCD des Kirchendaches befinden sich 
Verankerungspunkte Pn mit Pn( 6 | n | 19 ) und 
n ∈ {– 5 ; – 4 ; ... ; 4 ; 5 }. Von der Spitze des Kirchendaches S 
soll ein Kabel zu einem der Verankerungspunkte Pn gezogen 
werden. Geben Sie eine Formel für die Schar der Geraden gn an, 
auf denen die Strecken SPn  liegen.  

Im Dach am Punkt L(6 | 0 | 26) ist ein Scheinwerfer montiert.  
Geben Sie eine allgemeine Formel für den Abstand von L zur 
Geradenschar gn an. (4 P) 
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Es ist 
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Aus der Ebene IRt,s;tsx:E  (es wurden für ∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

1
1
0

27
0
6

1

SF  und SG  vereinfachte Spannvektoren benutzt) ergibt sich die 
Koordinatenform der Ebene mit dem Normalenvektor 
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a) 

Für die Berechnung des eingeschlossenen Winkels  genügt es den 
Normalenvektor von E2 anzugeben (es werden wie oben vereinfachte 
Vektoren benutzt). 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
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⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
×
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⎜
⎜
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⎛
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1
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1
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⎟
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⎜
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⎛
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b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Für die Gerade durch S und F gilt   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
1
0

27
0
6

rx:S  . 

(Richtungsvektor vereinfacht.) Die  x3-Komponente wird Null, wenn r = 27 
ist, also ist der Verankerungspunkt VF am Boden VF( 6 / – 27 / 0 ).  

F

ilt  

  

Für die Gerade durch S und G g  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

27
0
6

rx:S  . 

(Richtungsvektor vereinfacht.) Die  x3-Komponente wird Null, wenn auch   
r = 27 ist, also ist der Verankerungspunkt VG am Boden VG( 33 / 0 / 0 ).  

G

 
Der Flächeninhalt lässt sich zum Beispiel mithilfe des Kreuzproduktes 
ermitteln. 

F G

2

2 4

2

1A SV SV
2

0 27 27
1 1 127 0 27 3 27
2 2 2

27 27 27

= ×

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − × = − = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

uuuur uuuur

  

also 336313
2
272

,A . Das beschriebene Segel hat einen 

Flächeninhalt von 631,33 m2. 

≈=
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c) 

Aus der Geraden 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

27
0
6

rx:S  ergibt sich eine zum 

Spannseil SVG orthogonale Ebene durch T:     E

VG

T: 0
1
0
1

0
6
6

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−x .  

Diese Ebene ET und die Gerade SVG schneiden sich in einem Punkt P.  
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Berechnung von P: 

513012700
1
0
1

0
6
6

1
0
1

27
0
6

,r)()r(rr =⇔=−⋅−++⇔=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Es folgt: P( 19,5 | 0 | 13,5 ). 

Damit kann das Sicherungsseil durch die Gerade s mit der Gleichung  

s: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=+=

513
6
513

0
6
6

,

,
uTPuOTx angegeben werden, oder mit 

vereinfachtem Richtungsvektor s: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

9
4
9

0
6
6

ux . 

Zu untersuchen ist jetzt, ob sich Sicherungsseil und Strebe beeinflussen. 
Zur Untersuchung der Geraden s und g werden die Geradenterme 
gleichgesetzt: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
⎜
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⎛
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⎞
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⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

1
1
1

0
3
9

9
4
9

0
6
6

ru . Aus den ersten beiden Komponenten 

erhält man sofort 13 u = 6, also 
13
6=u  und damit  

13
15=r , aber die dritte 

Gleichung ist dann nicht erfüllt, also gibt es kein Paar (r ; u), das alle drei 
Gleichungen erfüllt. Die Geraden s und g sind windschief.  

Weg  kann der Abstand d durch  en  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−×

⎟
⎟
⎟
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⎜
⎜
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⎛
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0
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1
1
1

9
4
9
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1
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0
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,≈=⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
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⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=d angegeben werden.  

Da die Längeneinheit m ist, beeinflussen sich Strebe und Drahtseil nicht, 
da der geringste Abstand über 2 m beträgt. 
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d) 

Es gilt gn:  IRr;
8

n
0

r
27
0
6

2719
0n
66

r
27
0
6

x ∈
⎟
⎟
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⎜
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Abstand der Geraden vom Punkt L: 
Die orthogonale Ebene E3 zur den Geraden gn, die L enthalten, ist  

.0
8

n
0

26
0
6

x:E3 =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
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⎥
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⎞

⎜
⎜
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⎝

⎛
−  

Einsetzen der Geradenterme von gn in die Normalenform von E3 liefert die 

Gleichung  Daraus ergibt sich  .0
8

n
0

26
0
6

r827
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6
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r n2 + 64 r – 8 = 0 ⇔    r = 
64n

8
2 +

. 

  
Damit sind die Schnittpunkte Tn der Geraden gn  mit der Ebene E3  

Tn ( 6 | 
64n

n8
2 +

  | 
64n

6427 2 +
− ). 

Für die Abstände dn des Punktes L zu den Punkten Tn  folgt: 
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b) Die Bundesligastatistik über viele Jahre weist aus, dass im Mittel 

etwa 3 Tore pro Spiel (Spieldauer: 90 Minuten) fallen. Ein 
Zuschauer verlässt während der Spielzeit für 3 Minuten seinen 
Sitzplatz, um die Toilette aufzusuchen. Auf dem Weg überlegt er 
sich, ob er bis zu seiner Rückkehr ein Tor „verpasst“ haben wird. 
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ausgerechnet in diesen 
3 Minuten mindestens ein Tor fällt. Begründen Sie Ihre Wahl einer 
passenden Zufallsvariablen und ihrer Verteilung. Gehen Sie dabei 
insbesondere kritisch auf den Modellcharakter Ihrer Wahl ein. (6 P) 

c) Ein Busunternehmen aus Flensburg bietet den Transport zum 
Stadion an. Es verfügt über zwei Busse mit insgesamt 92 Plätzen. 
Man kann einen Busplatz telefonisch oder per Internet buchen, 
aber erst beim Fahrtantritt zahlen. Der Andrang bei Fußballspielen 
ist erfahrungsgemäß groß, und das Angebot ist stets ausgebucht. 
Allerdings werden im Mittel nur 89 % der gebuchten Plätze 
tatsächlich wahrgenommen. Wegen der zu erwartenden Absagen 
von gebuchten Fahrten nimmt das Unternehmen deshalb 101 
Plätze – also mehr als vorhanden – zur Buchung an. 
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei Fahrtantritt mehr 
als 92 Fahrgäste erscheinen und damit Personen mit gebuchten 
Plätzen abgewiesen werden müssen. 
Bestimmen Sie die Maximalzahl der Buchungen, die der 
Unternehmer zulassen kann, so dass er mit einer 
Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % keine Beschwerden 
wegen Überbuchungen erhält. (12 P) 

d) Das Busunternehmen will erreichen, dass der Anteil der Absagen 
sinkt. Deshalb ändert es seine Vertragsbedingungen dahingehend, 
dass schon gleich bei der Buchung eine Anzahlung von 5 € zu 
zahlen ist, die bei Nichterscheinen nicht zurückgezahlt wird. 
Während der nächsten 1000 Buchungen soll untersucht werden, ob 
die neue Regelung zu einer Senkung der Absagerquote führt.  
Leiten Sie dazu eine Entscheidungsregel her. Gehen Sie dabei von 
einem Signifikanzniveau von 5% aus.  (8 P) 
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Erwartungshorizont 

Zuordnung 
Bewertung  Erwartete Leistung 

I II III 

a) Die zuerst ankommende Person hat 31 Plätze zur Auswahl, die zweite 30, usw. 
und die letzte schließlich noch 3.  

Das ergibt 331011,4
!2
!313...3031 ⋅≈=⋅⋅⋅ Möglichkeiten. 

Da man bei den freien Plätzen die Reihenfolge nicht berücksichtigen kann, gibt 

es  Möglichkeiten für die freien Plätze. 465
2
31

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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Zuordnung 
Bewertung  Erwartete Leistung 

I II III 

b) Es werden im Folgenden zwei mögliche Lösungswege angegeben: 

1. Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Tor in einer Zeitspanne 

von einer Minute fällt, bei 3 Toren pro Spiel 
30
1 ist. Wenn man annimmt, 

dass die Wahrscheinlichkeit für einen Torschuss in jeder der drei Minuten 
gleich bleibt und nicht mehr als ein Tor pro Minute fallen kann (darf), dann 
ist die Zufallsvariable X, die die möglichen Anzahlen der in einem Spiel 
fallenden Tore beschreibt, binomialverteilt mit den Parameter n = 3 und 

p = 
30
1 . 

 Dann gilt .0967,09033,01
30
291)0(1)1(

3

=−≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−==−=≥ XPXP  

 Sicher ist die Wahrscheinlichkeit für einen Torschuss nicht in jeder Minute 
gleich, denn 

- führende Mannschaften können schon einmal einen Gang herausnehmen; 

- gegen Spielende kann die Kondition nachlassen; 

- die Konzentration der Verteidigung kann nachlassen;  

- eine Mannschaft kann sich schon mit einem Spielergebnis zufrieden 
gegeben haben; 

- oder eine Mannschaft kann unter dem Zeitdruck besonders offensiv spielen. 

 (*Hinweis zur Bewertung: Für jedes Argument, in dem kritisch auf den 
Modellcharakter eingegangen wird, sollte ein Punkt gegeben werden, 
höchstens jedoch drei Punkte.) 

2.  Ein Tor ist ein relativ seltenes Ereignis. Nimmt man an, dass in gleichlangen 
Spielzeitintervallen die Wahrscheinlichkeit für das Fallen eines Tores 
konstant ist, und dass auch in sehr kurz aufeinander folgenden Zeitintervallen 
Tore möglich sind, dann kann man die Zufallsvariable X, die die möglichen 
Anzahlen der in einem Spiel fallenden Tore beschreibt, als Poisson-verteilt 

mit dem Parameter 
10
1

30
13 =⋅=μ  ansehen.  

     Dann gilt . 0952,01)0(1)1( 1,0
1,01,0 ≈−==−=≥ −eXPXP

     Begründungen wie unter 1. Hier wäre auch ein Eingehen auf die möglichen 
Werte von X, also 0, 1, 2, … denkbar. X ließe also auch eine über alle 
Grenzen wachsende Anzahl von Toren innerhalb von drei Minuten zu. 
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Zuordnung 
Bewertung  Erwartete Leistung 

I II III 

c) • Es kennzeichne die Zufallsvariable Y die möglichen Anzahlen der 101 
Personen, die tatsächlich an der Fahrt teilnehmen wollen. Y ist 
binomialverteilt mit den Parameters n = 101 und p = 0,89. 

Wegen  (Laplace-Bedingung) kann 
man Y näherungsweise als normalverteilt ansehen. Es gilt 

98879,911,089,0101)1( >=⋅⋅=− pnp

( )

%3,207967,01

8300,01
8879,9

89,895,921)92(1)92(

≈−≈

Φ−≈⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −Φ−≈≤−=> YPYP  

• Die Zufallsvariable Y ist jetzt binomialverteilt mit den Parametern n und 
p = 0,89, wobei n so zu bestimmen ist, dass 95,0)  gilt. 92( ≥≤YP

Da n mindestens 92 betragen muss, gilt die Laplace-Bedingung, denn 
 .90068,911,089,09211,089,0 >=⋅⋅≥⋅⋅n

Somit folgt 95,0
11,089,0
89,05,92)92( ≥⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅⋅
⋅−Φ≈≤
n
nYP  und damit 

.645,1
11,089,0
89,05,92 ≥

⋅⋅
⋅−
n
n  

Mit der Substitution nx = und Rundungen auf vier Dezimalen folgt 
, also  xx 5147,089,05,92 2 ≥− .09326,1035783,02 ≤−+ xx

Mit der quadratischen Ergänzung erhält man die Ungleichung 
 und damit ( ) 0162,1040836,09326,1032892,0 2 =+≤+x

1988,100162,1042892,0 ≈≤+x , also 
, woraus 1988,102892,01988,10 ≤+≤− x

9096,9488,10 ≤≤− n  folgt. 

Da n nicht negativ ist, folgt . Man darf also höchstens 98 
Buchungen vornehmen, damit mit mindestens 95 %iger Wahrscheinlichkeit 
keine Beschwerden wegen der Überbuchungen kommen. 

2,98≤n
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Zuordnung 
Bewertung  Erwartete Leistung 

I II III 

d) Die Testvariable T beschreibt die möglichen Anzahlen von Absagen. Wenn man 
annimmt, dass alle Bucher unabhängig voneinander buchen, also z. B. keine 
Gruppen (Familien, Fanclubs, …) geschlossen buchen bzw. geschlossen 
absagen, dann kann man T als binomialverteilt mit den Parametern n = 1000 und 
p annehmen.  

Wenn man überprüfen will, ob die Absagerquote durch den Anzahlungszwang 
gesenkt wurde, muss man annehmen, dass die Regelung nichts oder das 
Gegenteil bewirkt hat. Die Nullhypothese lautet damit H0: . 11,0≥p

Man wird die Hypothese ablehnen, wenn die Zahl der Absagen relativ klein ist, 
also in einem Intervall [0; c] liegt. 

Wegen ist T näherungsweise 

normalverteilt mit μ = 110 und 

99,9789,011,01000)1(1000 ≥=⋅⋅≥−⋅⋅ pp
9,97=σ . 

Aufgrund der Wahl des Signifikanzniveaus 5 % gilt 

05,0
89,011,01000

1105,0)( ≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅⋅
−+Φ≤≤ ccTP und damit 

.95,0
89,011,01000

5,0110 ≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅⋅
−−Φ c Dem Tafelwerk entnimmt man 

645,1
89,011,01000

5,0110 ≥
⋅⋅

−− c , woraus 

224,9389,011,01000645,15,109 ≈⋅⋅⋅−≤c , also folgt. Der 
Ablehnungsbereich lautet [0; 93]. Wenn also unter 1000 Buchungen höchstens 
93 Absagen auftreten, kann man von einem Erfolg der Maßnahme sprechen, da 
nur mit einer Wahrscheinlichkeit von höchstens 5 % so wenige Absagen 
vorkommen, wenn die Maßnahme nicht gegriffen hätte. 

93≤c
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Aufgabe 6 
 

Falschparker  

Nach Angabe des Berliner Senates beträgt der Anteil der Falschparker (also 
Autos ohne Parkschein) gemäß einer Studie aus dem Frühjahr 15%. (Das 
Parkverhalten eines Einzelnen wird durch die Anderen nicht beeinflusst.) 

 
a) Zwei Berliner Politessen überprüfen zunächst den Parkplatz 

„Kudamm-Karree“ mit genau 34 Autos, dann den Parkplatz 
„Kurfürstendamm“ mit 48 Autos. 
 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die Politessen 

auf beiden Parkplätzen zusammen mindestens vier Falschparker 
aufschreiben. 

 Geben Sie an, mit wie vielen Falschparkern die Politessen auf 
beiden Parkplätzen zusammen rechnen können. (4 P) 

b) Die Senatsverwaltung möchte eine Stichprobe von überprüften 
Autos untersuchen. 
 Bestimmen Sie für eine Stichprobe von 500 Autos den 

kleinstmöglichen, zum Erwartungswert symmetrischen Bereich, 
in dem die Zahl der Falschparker mit einer Wahrscheinlichkeit 
von mindestens 80% liegt.  

 Berechnen Sie, wie viele parkende Autos man überprüfen muss, 
um mit einer Wahrscheinlichkeit von über 99 % mindestens 
einen Falschparker zu erwischen. (8 P) 
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c) Es gibt nicht überall und jederzeit Politessen. Deswegen kann man 

davon ausgehen, dass nur etwa 10% von allen Falschparkern durch 
Kontrollen von Politessen gefunden werden. Etwa die Hälfte davon 
kehrt nach wenigen Minuten zum Wagen zurück und trifft dort die 
Politessen noch an. Da sich Berlin als autofahrerfreundliche Stadt 
präsentieren will, hat der Senat zunächst beschlossen, dass diese 
Personen nur mündlich verwarnt werden, aber die normale 
Parkgebühr von 1 € pro Stunde nachbezahlen müssen. Die andere 
Hälfte muss ein Bußgeld von 15 € bezahlen. 
Ein Senatsbeamter kommt in einem Aktenvermerk aufgrund der 
angegebenen Daten zu dem Schluss, dass die Stadt mit jedem 
Falschparker einen Verlust von 0,20 € macht. Er schlägt deswegen 
eine Erhöhung des Bußgeldes auf 19 € vor. 
Auf Nachfrage erklärt der Beamte, er sei zu seinem Ergebnis wie 
folgt gekommen: 

90 % der Falschparker werden nicht erwischt, jeder von diesen 
bringt 1 € Verlust. Von den restlichen 10 % bringt die Hälfte 
keinen Verlust und die andere Hälfte eigentlich ja nur 14 € 
Mehreinnahmen. 

 Beurteilen Sie seine Rechnung.  
 Untersuchen Sie den Vorschlag des Beamten auf Erhöhung des 

Bußgeldes.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(7 P) 

d) Der Senat entschloss sich letztendlich zu einer drastischen 
Erhöhung der Parkgebühren. Im Gegensatz zum Senat befürchten 
die Medien, dass (deswegen) der Anteil der Falschparker deutlich 
angestiegen sein könnte. 
 Leiten Sie ein Testverfahren für eine Kontrolle von 2400 

Fahrzeugen her, mit dem man die Befürchtungen der Medien 
untersuchen kann. Geben Sie dazu Entscheidungsregeln bei 
einem Signifikanzniveau von 5 % an. 

Eine unabhängige und verlässliche Studie nach der 
Gebührenerhebung im Sommer ergab, dass der Falschparkeranteil 
nunmehr bei mindestens 18 % liegt.  
 Bestimmen Sie den kleinstmöglichen Bereich für die 

Wahrscheinlichkeit, dass sich der Senat trotzdem in seiner 
Ansicht bestätigt fühlt, wenn man obigen Test durchführt. (11 P) 
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Zuordnung 
Bewertung 

 
Erwartete Leistung  

I II III 

a) X beschreibt die Anzahl der Falschparker. 
X ist binomialverteilt mit n = 82 und p = 0,15; also B82;0,15-verteilt.  
P(X ≥ 4) = 1 – P(X ≤ 3) =  1 – P(X = 0) – P(X = 1) – P(X = 2) – P(X = 3)  
≈ 1 – 0,0000016 – 0,000024 – 0,000169 – 0,000794 ≈ 0,999011  
(0,999013 bei nicht gerundeten Zwischenwerten).  
Die Wahrscheinlichkeit beträgt also ca. 99,9 %. 
Es ist E(X) = n p = 82 ⋅ 0,15 = 12,3 . 
Die Politessen müssen daher mit ca. 12 Falschparkern rechnen. 

 

 
 
 

 
3 

 
 

1 

 

 

b) X beschreibt die Anzahl der ertappten Falschparker bei n überprüften Autos;   
X  ist Bn ; 0,15 - verteilt. 

Kleinstmöglicher Bereich symmetrisch zum Erwartungswert: 

n = 500 und p = 0,15 ⇒  μ = 75  und  85,015,0500 ⋅⋅=σ  

85,015,0500 ⋅⋅=σ ≈ 7,984 

Es gilt 8,0)dXd(P ≥+μ≤≤−μ   ⇒  8,0)
d

()
d

()dXd(P ≥
σ

−Φ−
σ

Φ≈+μ≤≤−μ  

⇒ 8,01)
d

(2 ≥−
σ

Φ  ⇔ 9,0)
d

( ≥
σ

Φ    

Aus der Tabelle für die Gaußsche Summenfunktion entnimmt man ≥
σ

d
1,28 . Damit 

gilt  d ≥ 10,22, also muss d = 11 sein. Damit ist das gesuchte Intervall [ 64 ; 86 ].  

Umfang der Stichprobe 

Wenn n der Umfang der Stichprobe ist, so gilt P(X≥1) > 0,99 ⇔ 1 – P(X=0) > 0,99 ⇔ 

P(X=0) < 0,01 ⇔ < 0,01 ⇔ < 0,01 ⇔  n ln(0,85) < ln(0,01) ⇔ n85,0015,0
0
n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ n85,0

n > 
)85,0ln(

)01,0ln(
 ( da ln(0,85) negativ ist). Daher ist also n > 28,34, d.h. n ≥ 29.  

Es müssen also mindestens 29 parkende Autos kontrolliert werden.  

 

 
 
 
 
 

1 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 
 
 
 

1 
 

1 
 
 
 

1 
 
 
 
 
 
 
 

2  
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Zuordnung 
Bewertung 

 
Erwartete Leistung  

I II III 

c) Der Beamte hat den Verlust von 0,20 Euro pro Falschparker richtig erklärt: 

Es ist G die „Einnahme“ durch Falschparker pro Stunde im Vergleich zu einem 
Nichtfalschparker. Ein nicht ertappter Falschparker bringt 1 € Verlust. Der verwarnte 
Falschparker zahlt nach, bringt also weder Gewinn noch Verlust. Ein Falschparker, der 
ein Bußgeld von 15 € zahlt, bringt 14 € Gewinn, denn 1 € hätte er ja sonst (als 
Nichtfalschparker) gebracht.   

 Falschparker nicht 
ertappt Nur verwarnt Mit Bußgeld 

gi (in €) –1 0 14 

P(G=gi ) 0,90 0,05 0,05 

Der Erwartungswert E(G) ist dann E(G) = 0,9 ⋅(– 1) + 0,05 ⋅0 + 0,05 ⋅14 =  – 0,20,   

d h. pro Falschparker macht die Stadt im Durchschnitt einen Verlust von 0,20 €. 

 

Man müsste also eine Erhöhung des Bußgeldes beschließen, damit zumindest die Stadt 
keinen Verlust macht. 

Ist B das erhöhte Bußgeld, so gilt für die Situation „Kein Verlust“: 
Erwartungswert E(G) = 0,9 ⋅(– 1) + 0,05 ⋅0 + 0,05 ⋅B = 0 ⇔ 0,05 ⋅B = 0,9 ⇔ B = 18 
Damit kein Verlust entsteht, müsste das Bußgeld mindestens auf 18 € erhöht werden.  

Der Vorschlag des Beamten lässt also sogar einen Gewinn erwarten (hier 0,05€ pro 
Falschparker im Durchschnitt). 
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Zuordnung 
Bewertung 

 
Erwartete Leistung  

I II III 

d) Wenn man die Bedenken der Medien testen will, wird man als zu testende Nullhypo-
these das Gegenteil von dem annehmen, was die Medien aufgrund dieser Maßnahme 
befürchten, damit man diese Annahme ggf. mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von       
5% verwerfen kann. 
H0 sei die Hypothese, dass die Maßnahme ohne Folgen für die Falschparkerquote ist, der 
Prozentsatz also gleichgeblieben ist.   H0: p = 0,15 . 
Die Gegenhypothese lautet dann H1: p > 0,15. 
 
Die Zufallsvariable X beschreibe die möglichen Anzahlen von Falschparkern bei der 
Stichprobe mit n = 2400. Man wird die Nullhypothese ablehnen, wenn man relativ viele 
Falschparker bei der Stichprobe findet, also liegt hier ein rechtsseitiger Signifikanztest 
vor. Also ist unter der Annahme „H0 ist wahr“ die kleinste ganzzahlige Grenze g gesucht 
mit (g gehört also schon zum Ablehnungsbereich). 05,0)gX(P ≤≥
X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 2400 und p = 0,15.  
Es kann hier die Näherung von Moivre-Laplace verwendet werden, da 

ist. Es gilt                930685,015,02400)p1(pn >=⋅⋅=−⋅⋅
95,0)1gX(P05,0)gX(P ≥−≤⇔≤≥ . Mit der Näherung folgt 

95,0
306

15,024005,01g
≥

⋅−+−
Φ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . Somit ist mittels der Tabelle der Normalverteilung 

und der Monotonie der Φ-Funktion  645,1
306

5,360g
≥

−
. Folglich ist g ≥ 389,28 und 

daher  g = 390 (Ohne Korrekturglied 0,5 ergibt sich g ≥ 389,78, also ebenfalls g = 390). 

Damit ist der Ablehnungsbereich der Nullhypothese K = [ 390 ; 2400 ]. Wir haben daher 
folgende Entscheidungsregel: 
Werden 390 oder mehr Falschparker erwischt, so verwerfen wir die Nullhypothese, d h. 
wir werden die Befürchtungen der Medien teilen. Werden höchstens 389 Falschparker 
ertappt, so bleiben wir bei der Nullhypothese, d h. wir entscheiden uns gegen die 
Befürchtungen der Medien und unterstützen die Meinung des Senats.  
 
Wenn H0 nicht verworfen wird, obwohl H0 falsch ist (hier p ≥ 0,18), begeht man einen 
Fehler zweiter Art. Dieser  tritt genau dann ein, wenn man im Annahmebereich der 
Nullhypothese landet, d h. im Intervall K = [ 0 ; 389]. Je größer der Parameter p wird, 
desto kleiner wird die Wahrscheinlichkeit, dass der Test ein Ergebnis aus K liefert. Im 
Extremfall p = 1 wäre die Wahrscheinlichkeit dann Null. Die Wahrscheinlichkeit nimmt 
den größten Wert an, wenn p kleinstmöglich ist, also p = 0,18. In diesem Fall gilt mit der 
Näherungsformel (da ist) 924,35482,018,02400)p1(pn >=⋅⋅=−⋅⋅

( 26,21
24,354
5,42

24,354

18,024005,0389
)389X(P Φ−≈

−
Φ=

⋅−+
Φ≈≤ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ) ≈ 1 – 0,9881, 

somit ist P(X ≤ 389) ≈ 0,012 (ohne Korrekturglied 1 – Φ(2,29) ≈ 1 – 0,9890 = 0,011). 
 
Das kleinstmögliche Intervall, welches die Wahrscheinlichkeiten umfasst, mit denen wir 
dem Senat nach dem Test zustimmen, obwohl H0 falsch ist, ist  [0% ; 1,2%]. 
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Aufgabe 1 
 
Bei vielen technischen Problemen treten Kombinationen von 
Exponentialfunktionen auf. Zwei von ihnen, die besondere Namen tragen, sollen 
hier näher betrachtet werden. 

Sinus hyperbolicus: 
2

:)sinh()(
xx ee

xxg
−−

==  

Cosinus hyperbolicus: 
2

:)cosh()(
xx ee

xxf
−+

==  

 

a) Untersuchen Sie die Funktionen sinh und cosh auf Nullstellen, 
Symmetrien und ihr Verhalten für ∞→x . 

Zeichnen Sie die Graphen dieser beiden Funktionen in ein 
gemeinsames Koordinatensystem ein ( )3 3x− ≤ ≤ .  

Zeigen Sie folgende Beziehungen: 

 1)(  sinh)(cosh 22 =− xx

 )()(' xfxg =  und )()(' xgxf =  

 cosh(x) > sinh(x) für alle IRx ∈  
 (14 P) 

b) Berechnen Sie die Fläche zwischen den Graphen der beiden 
Funktionen f  und g im 1. Quadranten. 

(4 P) 
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 Spannt man ein Seil (oder eine 
Kette) zwischen zwei gleich 
hohen Türmen auf, so folgt 
seine Linie der so genannten 
Kettenlinie )cosh()( xbaxk ⋅⋅=   

mit a, b > 0. 

y

x

 

 

c) Begründen Sie, dass a dabei die Höhe des tiefsten Seilpunktes über 
der Grundebene ist. 
Erläutern Sie, wie sich die Kettenlinie ändert, wenn sich bei 
festgehaltenem a der Parameter b vergrößert. (3 P) 

d) Ein Seil wird zwischen zwei jeweils 117,8 m hohen Türmen 
gespannt. Die Türme sind 150 m voneinander entfernt. Das Seil 
hat in der Mitte einen Bodenabstand von 80m. 

 Leiten Sie die Gleichung für dieses Seil her. 
( )0125,0cosh(80)( xxk ⋅⋅≈ ) 

 Berechnen Sie den Winkel zwischen Seil und Turm am 
Befestigungspunkt des Seils. 

 Erläutern Sie, wie sich die Parameter a und b sowie der eben 
berechnete Winkel ändern, wenn man das Seil straffer 
spannt. (6 P) 

e) Für eine im Intervall [c; d] stetig differenzierbare Funktion h  
berechnet sich die Bogenlänge l des Graphen von h über [c; d] 

 durch ( )( ) .′∫
d 2

l= 1+ h x dx
c

 

Zeigen Sie, dass für die Bogenlänge des Graphen der Funktion 
)cosh()( xxf =  im Intervall [c;d] gilt: )sinh()sinh( cdl −= . (3 P) 
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Bewertung  Erwartete Schülerleistung 
I II III 

a) Sinus hyperbolicus: 

Nullstellen: 

( )0 0 0 0 0x x x x 2x1 e e 0 e e e 1
2

− −− = ⇔ = ⇔ = . Also gilt x0=0. 

 

Symmetrie: 

Ich untersuche die Beziehung sinh(-x) = - sinh(x) 

( )1 1sinh( ) ( ) sinh( )
2 2

x x x xx e e e e x− −− = ⋅ − = − ⋅ − = − .  

Also ist der Graph des Sinus hyperbolicus punktsymmetrisch zum Ursprung. 

 

Verhalten für ∞→x : 

Mit ∞→x  geht , und damit gilt 0xe− → ∞→)xsinh(  für ∞→x . 

 

Cosinus hyperbolicus: 

Nullstellen: 

Es gibt keine Nullstellen, da der Term des Zählers als Summe zweier positiver 
Zahlen immer positiv ist.  

 

Symmetrie: 

Ich untersuche die Beziehung cosh(-x) = cosh(x) 

1cosh( ) ( ) cosh( )
2

−− = ⋅ + =x xx e e x . 

Also ist der Graph des Cosinus hyperbolicus symmetrisch zur y-Achse. 

 

Verhalten für ∞→x : 

Mit x →∞  geht , und damit gilt 0xe− → ∞→)cosh(x  für ∞→x .  

 

 
 
 

1 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 

1 
 
   

 nur für Lehrkräfte 





Ministerium für Bildung und Frauen  Schriftliche Abiturprüfung 
Schleswig-Holstein  2008 

Leistungskurs Mathematik 
Thema: Analysis 

 

 
M08_A1_N-A  Seite 5 von 5  nur für Lehrkräfte 

c) Mit der Beachtung der Symmetrie der Kettenlinie und der Tatsache, dass das 
Seil in der Mitte am tiefsten hängt, gilt 

( ) 0(0) cosh 0 0,5 (2 ) 0,5 2k a b a e a= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = a .  

Dies ist das gewünschte Resultat. 

Wenn bei festgehaltenem  a der Parameter  b  vergrößert wird, so ändert sich bei 
x = 0 nichts. Der  Tiefpunkt der  Funktion bleibt  also erhalten. Für  größere      
x-Werte vergrößert sich der Betrag der Argumente in der Exponentialfunktion. 
Da xe  im Wesentlichen den Funktionswert bestimmt, weil xe−  für große          
x-Werte sehr klein ist, wird auch der Funktionswert größer: 

Der Graph wird bei gleichem Minimum nach beiden Seiten steiler. 

  

 
 

1 
 
 
 
 
 
 

2 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

d) • Es ist  a = 80  und  k(75) = 117,8. 

( )75 b 75 b 75 b

75 b 2 75b

2 75b 75b 75b

2

2
1,2

1117,8 80 e e e
2

117,8 e 40 e 40 : 40

0 e 2,945 e 1 u : e
0 u 2,945u 1

u 1,4725 1,4725 1

⋅ − ⋅ ⋅

⋅ ⋅

⋅

= ⋅ ⋅ + ⋅

⋅ = ⋅ +

= − ⋅ + =

= − +

= ± −

 

u2 ist keine Lösung, da ln(u2)<0 ist und b positiv sein soll. 

Also gilt ( )1ln u
b 0,0125 k(x) 80 cosh(0,0125 x)

75
= ≈ ⇒ = ⋅ ⋅  

• Der Winkel ergibt sich aus der Steigung der Kettenlinie an der Stelle 
x = 75: 

. '(75) 80 sinh(0,0125 75) 0,0125 1,08099k = ⋅ ⋅ ⋅ ≈

Damit ergibt sich das Winkelmaß zu 90 arctan( '(75)) 42,77k= ° − ≈ °α .  

 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

3 
 
 
 
 
 

2 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 • Wird das Seil straffer gespannt, hängt es in der Mitte höher. Also wächst der 
Parameter a.  
Da dann der Höhenunterschied zwischen Mitte und Türmen abnimmt, muss 
(mit dem Ergebnis von c) der Parameter b abnehmen. 
Da das Seil „waagerechter“ in den Aufhängungspunkten ankommt, wird der 
Winkel größer, bleibt aber unter 90°.  

 

 
 

 
 

1 

 

 
 
 

e) 
∫∫ ∫ +=+=+=
d

c

d

c

d

c
dxxdxxdxxhl 22'2' )(sinh(1))((cosh1))((1  (nach a) 

   ∫∫ ==
d

c

d

c
dxxdxx )cosh())(cosh( 2 [ ] )sinh()sinh()sinh( cdx d

c −== . 
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Aufgabe 2 
 
Gegeben ist die Funktionenschar ft mit f t (x) = (t – e )  ; tx 2 ∈IR. 

 
a) Untersuchen Sie die Graphen der Funktionenschar f t  auf 

Schnittpunkte mit der x-Achse, Extrem- und Wendepunkte sowie 
auf das Verhalten für ∞→x und für −∞→x .  

Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f  und f . 1 2

Beschreiben Sie, wie sich die Graphen der Funktionenschar f t  

ändern, wenn t die reellen Zahlen durchläuft. (18 P) 

b) Untersuchen Sie, welche Beziehungen zwischen zwei Parametern t1 
und t2 bestehen müssen, damit die Graphen der beiden Funktionen 

und  einen Schnittpunkt besitzen. Geben Sie seine 

Koordinaten an. 
1t

f
2tf

(5 P) 

c) Berechnen Sie den Inhalt der Fläche, die von den Graphen der 
Funktionen f1 und f2 sowie der x-Achse eingeschlossen wird. 

(4 P) 

d) Für t > 0 begrenzen die Graphen der Funktionen f t und gt mit 

gt(x) = t2 und die Gerade mit der Gleichung x = u mit u < 0 eine 
Fläche. Berechnen Sie das Volumen des Drehkörpers, der entsteht, 
wenn diese Fläche um den Graphen von gt rotiert. (3 P) 
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Bewertung  Erwartete Leistung 

I II III 
a) Schnittpunkte mit der x- Achse: 

f t (x ) = 0 (t – e )  = 0  N ⇔ Nx 2 ⇔ t = e  Nx ⇔ x  = ln (t) N

Die Lösung existiert nur für t > 0. Der Schnittpunkt ist N(ln (t)/0) für t > 0. 
 
Extrempunkte: 
Ableitungen: 
f '

t (x) = 2⋅ (t – e ) ⋅ (– e ) = 2 e –2te  x x x2 x

f ''
t (x) = 2⋅ 2 ⋅ e  – 2te  = 4 e  – 2te  x2 x x2 x

f (x) = 4⋅2⋅e  – 2te  = 8e  – 2te  '''
t

x2 x x2 x

Wenn xe eine Extremstelle ist, dann gilt f´(xe) = 0. Daher ist zunächst die 
Gleichung f’ t (x) = 0  zu untersuchen.  

f’ t (x) = 2e –2te  =  e ⋅(2e –2t) = 0 x2 x x x

                 2e x –2t = 0  ⇔ ⇔ e =t  x ⇔ x = ln (t) für t > 0. 
 
Wenn f’(x) = 0 und 

- f t ’’(x e )>0, dann ist x e  Minimalstelle von f t . 
- f t ’’(x e )<0, dann ist x e  Maximalstelle von f t . 

f t ’’(ln (t)) = 4e –2te  = 4(e )  – 2te  = 4⋅t² – 2⋅t² = 2t²  > 0 )ln(2 t )ln(t )ln(t 2 )ln(t

Also für t > 0 ist T(ln (t)/0) Tiefpunkt von f t .  
Für t ≤ 0 existiert kein Extrempunkt. 
 
Wendepunkte: 
Wenn xw eine Wendestelle ist, dann gilt f´´(xW) = 0.                         
f t ’’(x w ) = 4e  – 2te  = 2⋅e (2e – t) = 0 wx2 wx wx wx

                   ⇔  2⋅e – t = 0  wx ⇔  e = wx t
2
1

  ⇔  xw= ln(
2
t

) für t > 0. 

 
Wenn f t ’’(x ) = 0 und f t ’’’(x )≠0, dann ist x  Wendestelle von f t . w w w

 

f’’’(ln(
2
t

)) = 8e
)

2
ln(2 t
⋅

– 2te
)

2
ln( t

= 8⋅(e
)

2
ln( t

)² – 2te
)

2
ln( t

 = t² ≠ 0, 

                                                                             da hier t > 0 sein muss. 

f(ln(
2
t

)) = (t – e
)

2
ln( t

)² = 
2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ t

 

Also für t > 0 ist W ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2

2
)

2
ln( tt

Wendepunkt von f t .  

Für t ≤ 0 existiert kein Wendepunkt. 
 
 

 
 
 

1 
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Bewertung 

Verhalten für große bzw. kleine x-Werte: 
Für x ∞ gilt: f t (x) =  (t – e )² = (t² – 2te +(e )²)  ∞, da e2x stärker 
als ex gegen Unendlich strebt. 

→ x x x →

−∞→x
lim f t (x) =  (t – e )² = (t² – 2te

−∞→x
lim x

−∞→x
lim ( )2xx e+ ) = t², weil ex mit      

x→ – ∞ gegen Null strebt. 
 

 
 
 
 
 
 
Nur für t > 0 gibt es Tiefpunkte, die alle auf der x-Achse liegen; für 
0 < t < 1 auf dem negativen Ast, für t > 1 auf dem positiven Ast der           
x-Achse. 
Für t > 0 streben die Graphen im 1. Quadranten für wachsende x gegen 
unendlich, für fallende x nähern sich die Graphen im (2. Quadranten) 
von unten kommend der Parallelen zur x-Achse im Abstand t2 an. 
 
Für t = 0 ist f (x) = e . 0

x2

 
Für t < 0 gibt es weder Nullstellen noch Extrem- und Wendestellen. 
Für t < 0 streben die Graphen im 1. Quadranten für wachsende x gegen 
unendlich und nähern sich für fallende x von oben der Parallelen zur x-
Achse im Abstand t2 an.  
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b) Seien t 1 ,t IR mit t 1 t  2 ∈ ≠ 2

  ⇔                      f (x )   = f  (x s ) 
1t s 2t

  ⇔                   (t 1 – e )² = (t – e )² sx
2

sx

  ⇔    t 1 ² – 2t 1 e +(e )² = t 2 – 2t e +(e )² sx sx
2 2

sx sx

  ⇔                    t ² – t ²  = – 2t e +2t e  1 2 2
sx

1
sx

  ⇔                           e   = sx

12

2
2

2
1

22 tt
tt
+−
−

 = 
( ) ( )

( )21

2121

2 tt
tttt

−
+⋅−

 

  ⇔                            x   = ln(s 2
21 tt +

) 

Die Lösung existiert nur für t 1  + t 2  > 0. 

f (ln(
1t 2

21 tt +
)) = 

2
)

2
ln(

1

21

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+ tt

et = 
2

211

2
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− ttt

= 
2

21

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − tt

 

Also für t 1 + t  > 0 ist S2 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ 2

2121

2
)

2
ln( tttt

 Schnittpunkt der 

Graphen der Funktionen f  und f . 
1t 2t
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1 
 
 

1 
 

1 
 
 
 
 
 
 

1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c) Bestimmung der Integrationsgrenzen: 
x 1 = x  = ln(1) = 0   mit Teilaufgabe a) 

1N

x  = x  = ln(2 2,1s 2
21 + )= ln (1,5)  mit Teilaufgabe b) oder mit einfacher 

neuer Berechnung. 
x  = x  = ln (2)  mit Teilaufgabe a) 3 2N

A =  +   =  +  dxxf )(1

)5,1ln(

0
∫ ∫

)2ln(

)5,1ln(
2 )( dxxf ∫ −

)5,1ln(

0

)²1( dxex ∫ −
)2ln(

)5,1ln(

)²2( dxex

   =  +  ∫ +−
)5,1ln(

0

2 )21( dxee xx ∫ +−
)2ln(

)5,1ln(

2 )44( dxee xx

   = 
)5,1ln(

0

2

2
12 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +− xx eex  + 

)2ln(

)5,1ln(

2

2
144 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +− xx eex  

   ≈  0,0304651 + 0,0257283 = 0,0561934 
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d) Der Graph von f t  wird so längs der y-Achse nach unten um t2 

verschoben, dass die Drehachse mit der x-Achse zusammenfällt. Die 
dazu gehörende Funktion ist ht mit 
h  = f t (x) – g t (x) = (t – e )²  – t² = – 2te  + e . )(xt

x x x2

Die Integrationsgrenzen sind x 1  = u und x  = ln(2t). Es folgt: 2

V(u) =   ( )∫
2

1

²)(
x

x
t dxxhπ

∫ +−=
)2ln(

22 )2(
t

u

xx dxeteπ  

)2ln(
4322432

)2ln(
2

4
1

3
42)44(

t

u

xxxxxx
t

u

eteetdxeteet ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−=+−= ∫ ππ  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−+−= uuu eteetttt 4322444

4
1

3
424

3
328π  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= uuu eteett 43224

4
1

3
42

3
4π  

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 
 Summe: 12 15 3 
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Zuordnung 
Bewertung  

Erwartete Schülerleistung 
I II III 

a) Zur Ergänzung zum Quadrat: 

Zu zeigen ist: BCAB =  und BCAB ⊥ . 

Es gilt: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

3
5
4

AB , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3
5
4

BC  und 0=⋅BCAB , also BCAB ⊥ . Weiter 

folgt: BCAB =++==−++−= 222222 35450)3(5)4( . 

Beide Bedingungen sichern die Möglichkeit der Ergänzung zum 
Quadrat. 

Der Punkt D errechnet sich dann aus BCOAOD +=  zu  D(6|5|7). 

Zur Bestimmung der Ebenengleichung: 

Ein Normalenvektor ergibt sich z. B. aus dem Vektorprodukt zweier 
Spannvektoren, etwa BAund BC , und  anschließendem Einsetzen des 
Ortsvektors von B. 

01043:,
4

0
3

10 3111 =+−⇒∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅=×= xxEEBBCABnE . 

 

1 
 
 
 

2 
 
 

1 
 
 

 
 

1 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 

 

 

 

b) Da das Oktaeder regulär ist, ist das Dreieck MCR rechtwinklig und 

.2
2
12

2
1 2

2 aaaMR =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  Damit folgt für den gesuchten 

Abstand ACRS = 10= . 

Der Mittelpunkt des Quadrats liegt bei M(2|5|4); mit dem Einheits-

normalenvektor 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅=

4
0
3

5
1

0n  und dem bekannten Abstand von 5 der 

beiden Punkte zur Ebene E1 ergeben sich  R(5|5|0) und S(-1|5|8) oder 
R(-1|5|8) und S(5|5|0). 

 
 
 
 
 

1 
 

1 
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1 
 
 

1 
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c) Regularität hat zur Folge, dass alle Seitenflächen des Oktaeders 
gleichseitige Dreiecke sind sowie dass der Mittelpunkt der Inkugel in M 
liegt. Die Pyramide aus je einer Seitenfläche und der Spitze M basiert 
also auf einem gleichseitigen Dreieck; da die Inkugel die Seitenfläche 
genau im Fußpunkt der Raumhöhe dieser Pyramide berührt, ist der 
Berührpunkt der Schwerpunkt P des gleichseitigen Dreiecks. 

Für den Schwerpunkt gilt ( )OROCOBOP ++=
3
1   und damit ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
3
5

3
20

3
5P . 

Alternativ lässt  sich P auch über das Lotfußpunktverfahren bestimmen. 
Unabhängig vom gewählten Verfahren werden 5 Punkte für die 
Bestimmung des Punktes P vergeben. 

Der Radius ri der Inkugel ist .PM  Es ergibt sich 

3
3
5

9
75

3
7

3
5

3
1 222

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ir . 

Die Kugelgleichung lautet somit 

3
25

4
5
2

:

2

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−xKI . 
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1 
 

 

 
 
 
 
 
 

5 
 
 

 

 
 
 
 
 

d) Wenn zwei Punkte in einer Ebene liegen, liegt auch die gesamte 
Gerade durch diese Punkte in der Ebene. Also reicht es zu zeigen, dass 
die Koordinaten von A und C die Gleichung der Ebenenschar erfüllen: 

Für A: ( ) ( ) 03044172 =−+⋅−+⋅ ttt ; für C: ( ) ( ) 03044172 =−+⋅−+⋅ ttt .  

Alternativ kann die Geradengleichung von gAC in die Ebenengleichung 
eingesetzt werden.  
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 Erweiterte Zeichnung: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Für ein geeignetes t seien T und U die Schnittpunkte von Ft mit BR  bzw. 
SD . Dann ist ATCU nicht nur ein Viereck, sondern wegen der 
Regularität des Oktaeders eine Raute.  

Alle diese Rauten haben die Länge der Diagonalen AC gemeinsam. Die 
Änderung des Flächeninhalts kann nur aus der Änderung der Länge der 
anderen Diagonalen TU  ergeben. Diese ist aus geometrischen 
Gründen maximal an den Rändern und aus Symmetriegründen minimal, 
wenn T der Mittelpunkt von BR  ist. Mit T(1,5|5|0,5) folgt 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

5,3
0

5,0

4
5
2

5,0
5
5,1

MT , also 5,12=MT . 

Die gesuchte Fläche ergibt sich damit zu 

36,35225
2
2510 ≈=⋅=⋅ MTAC  . 

In Alternativlösungen sollten textliche Ansätze ebenfalls angemessen 
bepunktet werden. 
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Aufgabe 5 
 
Um die Unfallgefahr zu verringern, ist in Deutschland die Benutzung eines 
Handys im Auto durch den Fahrer nur mit einer Freisprecheinrichtung erlaubt. 
Weil eine gut funktionierende Freisprecheinrichtung aber relativ teuer ist, 
telefonieren viele Fahrer trotzdem unerlaubt während der Fahrt mit dem Handy.  
Im Folgenden soll stets unter „Ein Fahrer telefoniert“ verstanden werden: Dieser 
Fahrer telefoniert während der Fahrt mit seinem Handy, ohne eine 
Freisprechanlage zu verwenden (er begeht also eine Ordnungswidrigkeit). 
Auf einer belebten Straße soll der Anteil p der Autofahrer untersucht werden, die 
zum Zeitpunkt einer Kontrolle telefonieren. Der Anteil p hängt von Ort und 
Zeitpunkt der Kontrolle ab. Dabei wird angenommen, dass die Fahrer sich in 
ihrem Telefonierverhalten gegenseitig nicht beeinflussen. 
 

a) Bestimmen Sie in Abhängigkeit von einem konstanten p die 
Wahrscheinlichkeit für folgende Ereignisse: 
 A: Bei zehn nacheinander vorbeifahrenden Autos telefonieren 

nur die Fahrer des dritten und des fünften Autos.  
 B: Bei zehn nacheinander vorbeifahrenden Autos telefonieren 

die Fahrer der ersten vier Autos gar nicht, aber trotzdem 
telefonieren genau zwei Fahrer.  

Begründen Sie Ihr Vorgehen.  (7 P) 

 
b) 

 
Berechnen Sie, wie groß der Anteil p der telefonierenden Fahrer 
mindestens sein muss, wenn unter 100 vorbeifahrenden Autos mit 
mehr als 95% Wahrscheinlichkeit mindestens eines von einem 
telefonierenden Fahrer gelenkt wird. 
Auf der Schlossallee wird an einem Mittwoch zwischen 15 Uhr und 
16 Uhr eine Kontrolle durchgeführt. Während dieser Zeit sei der 
Anteil p jener Fahrer, die zu einem beliebigen Zeitpunkt während 
dieser Zeitspanne gerade telefonieren, 3 Prozent.  
Bestimmen Sie die Anzahl der Autos, die mindestens kontrolliert 
werden müssen, damit man mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr 
als 80% mindestens einen telefonierenden Fahrer erwischt.  
Vergleichen und interpretieren Sie Ihre Ergebnisse der beiden 
Teilaufgaben. (8 P) 
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c) Nun kontrolliert man auf einer Zufahrt zu einer beliebten Diskothek 

zwischen 21 Uhr und 23 Uhr. Hier ist die Telefonierwahrscheinlich-
keit außergewöhnlich hoch, nämlich p = 20%. Die Polizisten wetten 
untereinander, beim wievielten Auto sie erstmals einen 
telefonierenden Fahrer erwischen.  
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafür, dass dies 

 beim sechsten, 
 nach dem sechsten Auto passiert.  

  
Einer der Polizisten hat von seiner Freundin, einer 
Mathematiklehrerin, gehört, dass in so einer Situation der 

Erwartungswert E(X) = 
p
1

 sei, wenn die Zufallsvariable X die 

möglichen Anzahlen der kontrollierten Fahrzeuge bis zum ersten 
telefonierenden Fahrer beschreibe (das Fahrzeug des Telefonierers 
wird dabei mitgezählt). 
Beweisen Sie diese allgemeine Beziehung unter Verwendung der 
Formel  

( )21

132

1
1...4321
q

kqqqq
k

k

−
==++++ ∑

∞

=

− . 
(8 P) 

 
d) 

  
Nach einigen Unfällen in den Abendstunden, bei denen Autofahrer 
telefoniert hatten, will die örtliche Polizei in ihrer Stadt verstärkte 
Kontrollen durchführen, wenn der Anteil der telefonierenden 
Autofahrer zwischen 18 und 20 Uhr mehr als 15% beträgt. Dazu 
überprüft sie in der Stadt 1000 fahrende Autos zwischen 18 und 20 
Uhr.  
Entwickeln Sie auf einem Signifikanzniveau von 10 % eine 
Entscheidungsregel für die Nullhypothese, dass keine verstärkten 
Kontrollen notwendig sind. (7 P) 
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Erwartungshorizont 

Zuordnung 
Bewertung  Erwartete Lösung 

I II III 

a) Man kann sich die Problemstellung durch ein Baumdiagramm verdeutlichen. An 
jedem Verzweigungspunkt gehen zwei Pfade ab: einer für das Ereignis T, dass 
man einen Telefonierer ertappt, und einen für das Gegenereignis T . Dann  gilt 

     .)1()( 28 ppTTTTTTTTTTP ⋅−=  

Der Fall, dass die ersten vier Fahrer nicht telefonieren, tritt mit der 
Wahrscheinlichkeit auf.                                                             4)1( p−

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter den darauf folgenden sechs Fahrern 
zwei Telefonierer befinden, ist mittels einer binomialverteilten Zufallsvariablen 
X mit den Parametern n = 6 und p zu bestimmen. Es ist 

                                                    

Die Wahrscheinlichkeit des zusammengesetzten Ereignisses ergibt sich als 
Produkt der beiden Einzelwahrscheinlichkeiten, da es sich um ein Und-Ereignis 

handelt.                   

.)1(15)1(
2
6

)2( 4242 ppppXP −⋅=−⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

15)1(
2
6

)( 82 ppBP =−⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= .)1( 82 pp −⋅

 

 
 
 

2 

 

 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 

2 
 
 

1 
 
 

1 

 

b) Die Zufallsvariable X, die die möglichen Anzahlen von telefonierenden Fahrern 
beschreibt, ist binomialverteilt mit den Parametern n = 100 und dem 
unbekannten p. p ist so zu bestimmen, dass  beträgt. 95,0)1( >≥XP

.0295

)1(95, 100 <−⇔ p

,005,0105,01

05,00)1(1)0(1)1(
100100

100

≈−>⇔<−⇒

>−−==−=≥

pp

pXPXP
    

Für die zweite Teilaufgabe ist die Zufallsvariable X, die die möglichen 
Anzahlen von telefonierenden Fahrern beschreibt, binomialverteilt mit dem 
unbekannten Parameter n und der bekannten Wahrscheinlichkeit p = 0,03. 

 .2,097,08,097,01)0(1)1( <⇔>−==−=≥ nnXPXP

Logarithmieren ergibt   )2,0ln()97,0ln( <⋅n

und damit 8,52
)97,0ln(
)2,0ln(
≈>n .  Es müssen also mindestens 53 Autos 

kontrolliert werden. 

Die Wahrscheinlichkeiten p, dass ein Fahrer eines vorbeifahrenden Autos 
telefoniert, sind bei beiden Problemstellungen nahezu identisch. Je größer nun 
die Anzahl der zu kontrollierenden Autos ist, desto größer ist die 
Wahrscheinlichkeit, dass man mindestens einen telefonierenden Fahrer ertappt. 
Dies wird in beiden Lösungen durch die Wahrscheinlichkeiten 95% bei n = 100  
und 80% bei n = 53 deutlich. 
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Zuordnung 
Bewertung  Erwartete Lösung 

I II III 

c) Man kann sich die Problemstellung durch ein Baumdiagramm verdeutlichen. An 
jedem Verzweigungspunkt gehen zwei Pfade ab: einer für das Ereignis T, dass 
man einen Telefonierer ertappt, und einen für das Gegenereignis T . Dann  gilt 

     .0655,02,08,0)( 5 ≈⋅=TTTTTTP  

Die Wahrscheinlichkeit, dass erst nach dem sechsten Auto der erste Telefonierer 
ertappt wird, kann durch die Gegenwahrscheinlichkeit errechnet werden, dass 
nämlich schon unter den ersten sechs Autos der erste Telefonierer war: 

2621,0)2,08,02,08,02,08,02,08,02,08,02,0(1 5432 ≈⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+−=P .  

Alternativ: .2621,08,0)( 6 ≈=TTTTTTP  

Es kennzeichne X die Zufallsvariable, deren Werte angeben, beim wievielten 
Auto erstmalig ein telefonierender Fahrer erwischt wird. X nimmt dann die 
Werte 1, 2, 3, … mit den Wahrscheinlichkeiten  1)( −⋅== kqpkXP

mit q = 1 – p an. Der Erwartungswert von X ist dann 

 ∑∑
∞

=

−
∞

=

− ⋅⋅=⋅⋅=+⋅⋅+⋅⋅+⋅=
1k

1k

1k

1k2 .qkppqk...pq3pq2p1)X(E

Die Anwendung der angegebenen Formel ergibt   

p
1

p
p

)q1(
1p)X(E 22 ==
−

= .   

Die Freundin hatte Recht. 

 

 
 

2 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 

3 

 
 

 nur für Lehrkräfte 



Ministerium für Bildung und Frauen  Schriftliche Abiturprüfung 
Schleswig-Holstein  2008 

Leistungskurs Mathematik 
Thema: Stochastik 

 

 
M08_STO5_N-A  Seite 6 von 6 

 

d) Die Nullhypothese, dass keine verstärkten Kontrollen notwendig sein sollen, 
besagt, dass p ≤ 0,15 anzunehmen ist. Ein Indiz dafür, diese Hypothese 
abzulehnen, ist, wenn eine durchzuführende Überprüfung von vorbeifahrenden 
Autos eine recht große Anzahl von Telefonierern ergibt. Der Ablehnungsbereich 
des Tests ist also ein Intervall [c+1; 1000]. 

Die Testvariable T ist als binomialverteilt anzunehmen. Sie hat die Parameter 
n = 1000 und p mit p ≤ 0,15. Wegen 1000 · p · (1- p) ≥ 1000 · 0,15 · 0,85 = 127,5 
≥ 9 kann T als näherungsweise normalverteilt ansehen.  

Für den Ablehnungsbereich gilt dann 

.1,0
85,015,01000

1505,01)(1)1( ≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅⋅
−+

Φ−≈≤−=+≥
ccTPcTP Folglich ist 

9,0
5,127
5,149

≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
Φ

c . Aus dem Tafelwerk entnimmt man 282,1
5,127
5,149
≥

−c
.  

Daraus folgt .98,1635,127282,15,149 ≈⋅+≥c  Also ist c mindestens 164 und 
damit ist als größter Ablehnungsbereich [165 ; 1000] zu wählen. 

Als Entscheidungsregel erhält man: 

Werden höchstens 164 Telefonierer angetroffen, werden keine verstärkten 
Kontrollen durchgeführt. Sollten 165 oder mehr Telefonierer angetroffen 
werden, so wird die Polizei mehr Kontrollen durchführen.      

Werden nur zweistellige Tabellenwerte verwendet oder wird ohne 
Korrekturglied gearbeitet, so sind die Rechnungen entsprechend zu verändern.   
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Aufgabe 6 
 
Die Stadtwerke Lübeck haben in den vergangenen Jahren mit ihrem Busverkehr 
ein Defizit eingefahren. Erfreulicherweise konnte der Anteil der Schwarzfahrer im 
Busverkehr auf 8 % gesenkt werden, weil alle Fahrgäste vorn beim Fahrer 
einsteigen müssen. 

a) Beschreiben Sie, unter welchen Umständen es sinnvoll ist, die 
Zufallsvariable X, die die Anzahl der Fahrgäste beschreibt, die bei 
einer Kontrolle keinen gültigen Fahrschein besitzen, als 
binomialverteilt anzunehmen. Geben Sie zwei Situationen an, in 
denen diese Voraussetzungen für eine Binomialverteilung nicht 
erfüllt sind. (4 P) 

 
b) 

  
Die Zufallsvariable X sei binomialverteilt mit p = 0,08. 
 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür, dass mindestens 

zwei von 50 Fahrgästen keinen Fahrschein besitzen. 
 Berechnen Sie die Gruppengröße, ab der die Anwendung der 

Normalverteilung als Näherung sinnvoll ist. 
 Bestimmen Sie näherungsweise die Wahrscheinlichkeit, dass 

sich unter 800 kontrollierten Fahrgästen (dies entspricht der 
Tagesleistung eines Kontrolleurteams)  höchstens 50 
Schwarzfahrer befinden. (9 P) 

 
c) 

  
Ein Mathematik-Kurs mit 25 Personen muss bei einer Exkursion in 
Lübeck eine Station mit dem Bus fahren. Ein ortskundiger Schüler 
berichtet, dass ein auftauchendes Kontrolleurteam auf dieser 
Strecke nur genau vier Personen überprüfen könne und dass die 
Wahrscheinlichkeit bei 25 Personen für das Erwischen mindestens 
eines Schwarzfahrers so ca. 28,4% betrage, wenn man wie in 
Teilaufgabe b) die Zufallsvariable X als binomialverteilt mit  
p = 0,08 voraussetzt. 
Falls der Kurs in einen leeren Bus einsteigen würde und nur 23 
Personen einen Fahrschein gelöst hätten, so wäre bei einer 
Kontrolle die Wahrscheinlichkeit dafür, dass mindestens einer der 
beiden Schwarzfahrer entdeckt werden würde, größer als 28,4%, 
so lautete aber die Mehrheitsmeinung im Kurs.   
Berechnen Sie die erwähnten Wahrscheinlichkeiten und 
entscheiden Sie damit, ob die Mehrheitsmeinung korrekt ist. (6 P) 
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d) Durch die Möglichkeit, einen Fahrschein mit dem Handy zu kaufen, 

sollte der Anteil der Schwarzfahrer weiter gesenkt werden (weil 
jetzt am Automaten nicht nach passendem Geld gesucht werden 
muss). Dieses mit hohem Verwaltungsaufwand verbundene 
Angebot wird von den Kunden begeistert angenommen. Es lohnt 
sich für die Stadtwerke Lübeck aber finanziell nur dann, wenn sich 
der Anteil der Schwarzfahrer dadurch auf unter 6 % reduziert. Ob 
es sich lohnt, soll ein Signifikanztest mit 2000 zu kontrollierenden 
Fahrgästen zeigen. 
Entwickeln Sie einen entsprechenden Test mit Signifikanzniveau 
5% und formulieren Sie die Entscheidungsregeln. (8 P) 

 
e) 

 
Beweisen Sie folgende Aussage:   
Soll bei einem Bernoulli-Experiment die Wahrscheinlichkeit für 
mindestens einen Treffer (bei Trefferwahrscheinlichkeit p) größer 
oder gleich a mit 0 < a < 1 sein, so gilt für die Länge n der 
Bernoulli-Kette: 

p)1ln(

)a1ln(
n

−

−
≥ . 

   

 

(3 P) 
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Zuordnung 
Bewertung Erwartete Leistung 

I II III 

a) Das Zufallsexperiment „Kontrolle eines Fahrgastes“ kann nur zwei Ausgänge haben, 
denn entweder hat ein Fahrgast einen gültigen Fahrschein oder nicht. Auch wenn im Bus 
eine kontrollierte Person nicht noch einmal kontrolliert wird, ist die Grundgesamtheit 
aller Fahrgäste in Stoßzeiten so groß, dass man die Antreffwahrscheinlichkeit eines 
Schwarzfahrers als konstant ansehen kann. Ferner ist es wichtig, dass sich Fahrgäste 
unabhängig voneinander zum Schwarzfahren (mit p = 0,08) entschließen. 

Somit sind Situationen klar, in denen keine Binomialverteilung vorliegen würde: z.B.: 

1. Es entschließen sich zwei oder mehrere Personen gemeinsam schwarz zu 
fahren, 

2. bei sozialen Brennpunkten könnte es aufgrund des verfügbaren Geldes zu 
erhöhtem Schwarzfahren kommen, 

3. es könnte die Tageszeit einen Einfluss auf die Schwarzfahrerquote haben („zu 
dieser Zeit wird bestimmt nicht mehr kontrolliert“).  

In allen diesen Situationen müsste man im Bus mit einem anderen p als p = 8% rechnen. 

 

 

 

2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 

 

b) Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit p = 0,08. Hier liegt eine Bernoullikette der 
Länge 50 vor.   

Es gilt  P(X ≥ 2)  =  1 –  P(X ≤ 1)  =  1 – P(X = 0) – P(X = 1)  = 

 ≈ 1 – 0,0155 – 0,0672  =  0,9173 . 4992,0108,0
1
505092,0008,0

0
50

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−

 

Die Normalverteilung kann als Näherung verwendet werden, wenn 3>σ ist.  

Damit gilt: 9)p1(pn3)p1(pn >−⋅⋅⇔>−⋅⋅=σ  (wegen der Monotonie der 

Wurzelfunktion), also  
)p1(p

9
n

−⋅
> . Mit den obigen Werten ergibt sich 

92,008,0

9
n

⋅
> ≈ 122,28. Die Näherung ist ab einer Gruppengröße von 123 Fahrgästen 

sinnvoll.  

 

Mit Hilfe der Näherung durch die Normalverteilung erhält man : 

)76,1(1)76,1(
92,008,0800

08,08005,050
)50X(P Φ−=−Φ≈

⋅⋅

⋅−+
Φ≈≤ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. Aus der Tabelle 

entnimmt man  P(X ≤ 50)  ≈  1 – 0,9608  = 3,92 % . 

[ Ohne Korrekturglied: P(X ≤ 50) ≈ 1 – Φ(1,82) ≈ 1 – 0,9656 ≈ 3,44 % ].  
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c) Zunächst einmal haben wir weiterhin eine binomialverteilte Zufallsvariable mit p = 0,08, 
wenn X wieder die Anzahl der Schwarzfahrer beschreibt. Die Länge der Bernoullikette 
ist hier n = 4. Damit ergibt sich 

P(X ≥ 1) = 1 – P(X = 0) = 1 –  =  1 – ≈ 0,2836 ≈ 28,4%.  492,0008,0
0
4

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 492,0

Somit hat der erste Schüler mit seiner Angabe Recht.  

Wenn aber der Kurs mit 25 Personen einsteigt und zwei Personen schwarzfahren, so 
sind das zwar auch 8%, aber hier liegt der Fall „Ziehen ohne Zurücklegen“ vor, das 
heißt, dass die Zufallsvariable X, die die Anzahl der Schwarzfahrer beschreibt, 
hypergeometrisch verteilt ist. Daher ist wie folgt zu rechnen:   

P(X ≥ 1) = 1 – P(X = 0) = 1 – 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
25

4
23

0
2

 =  1 – 0,7  = 0,3 = 30%.  

Damit liegt in der Tat eine höhere Wahrscheinlichkeit vor, die Mehrheit im Kurs hatte 
also Recht.  
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d) 
 

Wenn man testen möchte, ob sich die Fahrkartenkaufmöglichkeit mit dem Handy für die 
Stadtwerke lohnt, wird man als Nullhypothese das Gegenteil von dem annehmen, was 
man zeigen möchte, damit man diese Annahme ggf. mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit 
von 5% verwerfen kann. 
H0 sei die Hypothese, dass die Maßnahme nicht den erhofften Erfolg gebracht hat, also   
H0: p ≥ 0,06 . 
Die Gegenhypothese lautet dann H1: p < 0,06. 
 
Die Zufallsvariable X beschreibe die möglichen Anzahlen von Schwarzfahrern bei einer  
Stichprobe mit n = 2000. Man wird die Nullhypothese ablehnen, wenn man relativ 
wenige Schwarzfahrer bei der Stichprobe findet, also liegt hier ein linksseitiger 
Signifikanztest vor. Also ist unter der Annahme „H0 ist wahr“ die größte ganzzahlige 
Grenze g gesucht mit (g gehört also schon zum Ablehnungsbereich). 05,0)gX(P ≤≤
X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 2000 und p = 0,06.  
Es kann hier die Näherung von Moivre-Laplace verwendet werden, da 

ist. Es gilt                98,11294,006,02000)p1(pn >=⋅⋅=−⋅⋅

05,0)gX(P ≤≤ . Mit der Näherung folgt 05,0
8,112

06,020005,0g
1 ≤

⋅−+
−Φ− ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
. 

Somit ist 95,0
8,112

5,119g
≥

−
−Φ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
 und mittels der Tabelle der Normalverteilung und der 

Monotonie der Φ-Funktion  – 645,1
8,112

5,119g
≥

−
. Folglich ist g ≤ 102,03 und daher  

dann g = 102. 
Werden nur zweistellige Tabellenwerte verwendet oder wird ohne Korrekturglied 
gearbeitet, so sind die Rechnungen entsprechend zu verändern. 

Damit ist der Ablehnungsbereich der Nullhypothese K = [ 0 ; 102 ]. Wir haben daher 
folgende Entscheidungsregel: 
Werden 102 oder weniger Schwarzfahrer angetroffen, so verwerfen wir die 
Nullhypothese, d.h. wir werden die Maßnahme als für die Stadtwerke lohnend bewerten. 
Werden mindestens 103 Schwarzfahrer ertappt, so bleiben wir bei der Nullhypothese, 
d h. wir sehen den Fahrkartenverkauf per Handy als nicht lohnend für die Stadtwerke an.  
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e) Die Zufallsvariable X wird als binomialverteilt mit den Parametern n und p 
vorausgesetzt.  

Ferner sei a ∈ IR mit 0 < a < 1 und P(X ≥ 1) ≥ a. Dann gilt: 

P(X ≥ 1) = 1 – P(X = 0) = 1 –   ⇔  

⇔  ln(1 – a)  ≥  n  ln(1 – p)  ⇔  

an)p1(1n)p1(0p
0
n

≥−−=−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n)p1(a1 −≥− n
)p1ln(

)a1ln(
≤

−

−
(da ln(1 – p) < 0 ist).  
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