Ministerium fur Bildung und Frauen Schriftliche Abiturprifung
Schleswig-Holstein 2008
Leistungskurs Mathematik
Thema: Analysis

Aufgabe 1

Eine Forschergruppe beobachtet in den Tropen die naturliche Neubesiedelung
von Seen bei Uberschwemmungen durch bisher in diesen Seen nicht vorhandene

RuderfulRkrebse.

Ihre Untersuchungen und theoretische Uberlegungen legen nahe, dass fiir diesen

Fall die lokale Anderungsrate der Krebsdichte im Wasser einer

et

Funktion des Typs fi (t) =k-—,k >0,t > 0 folgt,
@+eh?

Krebse / m3

d.h. fi(t) gibt zum Zeitpunkt t (in Monaten) die Zuwachsrate in Monat

an.

Letzteres gilt naherungsweise, da ganzzahlige Funktionswerte die Ausnahme

sind.

Zunéchst sollen Sie diese Funktionenschar untersuchen und lhre Ergebnisse

dann im oben geschilderten Sachkontext deuten.

a) = Untersuchen Sie die Graphen der Funktionenschar fy auf
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Extrem- und
Wendepunkte. Verzichten Sie bei den Wendepunkten auf den
Nachweis des hinreichenden Kriteriums.

ke'(l-¢
Zur Kontrolle: ', (t) = %
1+e)

= Zeichnen Sie den Graphen der Funktion ;000 im Bereich

0<t<6.

(17 P)
b) Interpretieren Sie lhre in Teilaufgabe a) gewonnenen Erkenntnisse
uber die Funktionen in Bezug auf die Entwicklung der Krebsdichte
im Wasser. Untersuchen Sie ferner die langfristige Entwicklung der
Dichte.
ichte @ P)
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c) Leiten Sie durch geeignete Integrationsmethoden eine
Stammfunktion von fi her.

Zur Kontrolle: (Fk(t) = — kt j
l+e

3P)

d) Bei einem der beobachteten Seen ergaben die Untersuchungen
durch Kontrollentnahmen, dass drei Monate nach dem ersten
Auftauchen der RuderfulZkrebse in diesem See von einer Dichte von
32 000 Krebsen pro Kubikmeter auszugehen war.

Berechnen Sie aus dieser Beobachtung den Parameter k der
Modellierung (auf Hunderter gerundet) und bestimmen Sie, wie
grol3 mit diesem Modell die Dichte der Krebse in dem See nach
einem Viertelmonat, d.h. nach einer Woche, gewesen war

(ebenfalls auf Hunderter gerundet). (3 P)
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Erwartete Leistung

Zuordnung
Bewertung

a) | Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:

Die Funktionen haben keine Nullstellen, da die Zahler €' in den
Funktionsgleichungen nie Null werden und k>0 gilt.

Es qilt f(0) = E daher ist der Schnittpunkt mit der y-Achse P( O | E) .

Extrempunkte:
Berechnung der ersten Ableitung mithilfe der Quotientenregel:
k €(1+€)? - 2ke' (1+€') e ke (1-€)

F® = (1+¢€')* (1+¢€')?

Berechnung der zweiten Ableitung :
u(t) =k e'(1-¢€" v(t) = (1+€")®
u(t) =k e'(1-2¢€") V(t)=3€(1+¢€")?
k €(1-2€") (1+€")® — 3ke™ (1-€') (1+¢€")?

it = (1+¢€)°

k € (1-4€' +e™)

) = (1+¢e)*

ke'(l-€)
(1+¢€')?

ke'(l-¢)
(1+¢€')?

ungleich Null.

Es gilt =0 & 1-€'=0 < t=0. Der Nenner istimmer
Hinreichend fiir einen Extrempunkt bei te ist f, (tz) = 0 und f/(tc) # 0.

Esist f,(0) = —g <0, weil k> 0ist. Daherist P(0 | E) ein

Hochpunkt.

Notwendig fur einen Extrempunkt bei te ist f,(tz) = 0, daher der Ansatz
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Wendepunkt:
Notwendig fur einen Wendepunkt bei ty ist f, (t,,) = 0 , daher der
Ansatz
t t 2t
” — . 1
f (t) = ke (1-4e+e”) =0. Esist

(1+¢)*
f/()=0 < 1-4€ +e* =0.
Mitu:=e' folgt u®—-4u+1=0. 1

Die quadratische Gleichung hat die Lésungen u, =2 + \/§ und

u,=2- «/§ Da t >0 vorausgesetzt wird, erhalt man nur die Losung

ty =In(2++3) =132

1
2+4/3 k
Esist f,(IN(2++/3)) =k = = = Somit ist
W( In(2+,/3) %) oder gerundet W(1,32]0,17 k) .
1

Wertetabelle:

t 0 1 1,32 2 3 4 5 6

fa000(t) | 1000 | 786 | 665 | 420 | 181 | 71 27 10
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b)

Fur die Entwicklung der Krebsdichte haben die Ergebnisse aus
Teilaufgabe a) folgende Auswirkungen:

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:

y-Achse: Zur Zeit t =0 beginnt eine plotzliche, starke
Populations- bzw. Dichtezunahme.

x-Achse: Die Population bzw. die Dichte nimmt permanent zu.
Extrempunkt:

Die gro3te Populationszunahme findet zum Zeitpunkt t = O statt.
Wendepunkt:

Die Wachstumsrate nimmt zum Zeitpunkt 1,32 Monate (also nach etwas
mehr als 5 Wochen) am stérksten ab (verandert sich am starksten).

Anfangs kommt eine grof3e Menge an Ruderful3krebsen hinzu; deren
Dichte vermehrt sich kontinuierlich — sei es durch Fortpflanzung, sei es
durch weitere Einschwemmung — jedoch geschieht die Dichteerhéhung
in immer kleiner werdendem Umfang.
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Die langfristige Entwicklung der Dichte wird beschrieben durch das
Verhalten der Funktionen fir t — co.
t

|im(k—etﬂ=|im K1-o. 2
o= (l+e)” ) to=(e
Damit strebt die Wachstumsrate gegen Null und die Population bzw. 1
Dichte bleibt dann nahezu konstant.

©) Stammfunktion:
Integration durch Substitution:
S du du
ut):=(1+e'), dannist U'(t)=€'=— = dt=—
dt e
k € du Kk k k 3
f(dt=|———=|Sdu=-—+C=- +C
J. (0 I u? € J.uz u 1+¢€'
d)

Dy(t) beschreibe die Krebsdichte t Monate nach Beginn der
Besiedelung.
Es ist Dy(t) = Fy(t) — F«(0) . Mit der Stammfunktion aus Teil ¢) ergibt
sich:

D, (t) = _kt + k =k 11 - | .k bestimmt sich demnach aus

1+e 2 2 l+e
der Gleichung: 32000 = k 1 + |, woraus gerundet k = 70 700
2 l+e

folgt.

Die Population bzw. Dichte nach einem Viertelmonat betrug dann mit

1 1
D-700(0,25) = 70700 (E - mj etwa 4400 Krebse pro m®, 3
12 | 15 | 3
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Aufgabe 2

Gegeben ist eine Schar von Funktionen f, durch die Funktionsgleichung
f.(X)=In(a+x*) mit ae R,

Die Graphen der Schar werden mit G, bezeichnet.

a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich von f, in Abhangig-

keit von a an.

Untersuchen Sie G, auf Symmetrie, gemeinsame Punkte mit den

Koordinatenachsen, Extrempunkte und Wendepunkte. Verzichten
Sie bei den Wendepunkten auf den Nachweis des hinreichenden

Kriteriums. (Achten Sie auf Fallunterscheidungen.)

Zeichnen Sie Go und Gg 25 in ein kartesisches Koordinatensystem.
(17 P)

b) Fir 0<a<0,5 sind die Punkte A(va|In(2a)), B(—va|In(2a))
undO(0/0) Eckpunkte eines Dreiecks, das um die y-Achse rotiert.

Bestimmen Sie den Wert a, fur den der Rauminhalt des

entstehenden Kegels maximal wird. 5P
5P

C) Essei a=0. Der Graph G,, die x-Achse und die Gerade mit der
Gleichung x=¢€* schlieBen eine Flache ein. Berechnen Sie den
Inhalt dieser Flache und zeigen Sie dabei durch eine geeignete

Integrationsmethode, dass Iln(x)dx:(x-ln(x)—x)+C gilt.
5P
d) Es werden die Graphen der Funktionen f, und g mit den

Funktionsgleichungen

fo(x) =In(e + x%); xeR; x>0 und g(X)=+ve'—e; xe IR; x=>1
betrachtet.

Zeigen Sie, dass die Graphen der Funktionen f, und ¢

spiegelbildlich zueinander liegen.
3P
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Zuordnung
Bewertung

a)

Definitionsbereich :
Der Definitionsbereich der Logarithmusfunktion ist IR, daher
muss a+x? positiv sein. Daraus folgt

D, = IRflr a>0,

D, =IR{C} fur a=0,
Dfa:{x|x<— —avXx> —a}

bzw. Dy, = {x % > \/3} fir a<0.

Symmetrie: Ich untersuche die Beziehung f,(-X) = f,(X).
f.(=x)=In(@+(-x)?) =In(a+ x*) = f,(x).Also liegt eine
Symmetrie zur y-Achse vor.

Achsenschnittpunkte :
Die Graphen G, schneiden die y-Achse bei f,(0) =In(a) fur

a> 0. Fur a <0 gibt es keine Schnittpunkte.
Fir Schnittpunkte mit der x-Achse gilt f,(x,) =0. Aus
In(a+ x?) =0 folgt a+x? = 1. Lésungen sind XN, =vVl-a

1
und XN, = —Jl1-a fir a<l,d.h.

fur a=1 gibt es nur einen ,Schnittpunkt® N4(0/0).
Fir a>1 gibt es keine Schnittpunkte.

Extrempunkte:

Ableitungen
’ 2X
f.(X)= ,
2 (%) a+x
” 2(a—x%)
f.(X)=————+
- (9 (a+x?)?
Notwendig fir das Vorliegen eines Extremums ist, dass

fa'(xE) =0 ist. Daraus folgt x. =0 und a #0.
Fir a=0 existieren keine lokalen Extrema.

Es ist noch eine hinreichende Bedingung, z. B. fa,(xE) =0

und f, (Xz) # 0 zu untersuchen.
£2(0) ~2 a%0
a

Fallunterscheidung:
Fira>0ist f)(0)>0, d.h. an der Stelle 0 liegt ein lokales

Minimum vor. Der Funktionswert ist In(a).
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Hieraus ergibt sich flir den Fall a<0, dass kein Extremum
vorliegt, da In(a) nicht definiert ist.
Damit haben nur die Graphen mit a>0 Tiefpunkte T,(0/In(a)).

Wendepunkte:
Notwendige Bedingung fur das Vorliegen eines
Wendepunktes ist fa”(x,v) =0.

2(a—x?)

Es ist die Gleichung ( 2y2 =0zu lésen. Es folgt
a+x

Xw, = +J/a und Xw, = —Ja fira> 0, weil dann der
Nenner an den Stellen x,, , ungleich Nullist .

Die Wendepunkte lauten daher W1(+\/5/In(2a)) und
W2(—a/In(2a)) fir a>0.

Zeichnen der Graphen

Kegel maximalen Rauminhaltes
V(a):—%ﬁaln(Za), r=+a

h =|In(2a)| = -In(2a) , weil 0 <a < 0,5.
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Fir die Bestimmung der Extremstelle werden die 1. und die
2. Ableitung

V'(a) = —%n(l n(2a) +1) und

V’(a)= —%n% benbtigt.

Notwendig fir das Vorliegen eines Extremums ist, dass
V’(az) =0 ist. Daraus folgt In(2a.)+1=0,

somit ergibt sich a. = 2i .
e

Es ist noch eine hinreichende Bedingung, z.B. V’(a;) =0und
V”(ag) # 0 zu untersuchen.

Da V"(i) <0, nimmt V fur ag 1 ein Maximum an.
2e 2e

Berechnung des unbestimmten Integrals durch partielle
Integration:

jln(x)dx:jl-ln(x)dx: X- |n(x)—jx-1dx= xIn(X) — x+C
X

Berechnung der MafRzahl des Flacheninhaltes

A= J.In(xz)dx: 2. j|n(x)dx= 2.[xIn(x) = X" = 26 + 2
1 1

Die ldee zur Losung entsteht méglicherweise Uber die
grafische Darstellung von f, und g.

Es ist zu vermuten, dass die Graphen der Funktionen
spiegelbildlich zur 1. Winkelhalbierenden liegen. Dazu ist zu

zeigen: g ist Umkehrfunktion zu f,.

fe:y=In(e+x%)
e =e+ X

= x=+€&'-e, x>0

Vertauschen der Elemente von Definitionsbereich und
Wertebereich ergibt g:y=+/€"—e;xeIR; x=>1.

12

15 3
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Aufgabe 3

Gegeben sind in einem kartesischen Koordinatensystem die Gerade g mit der

2 1
Gleichung ¢ :x=| 3 |+s:| 0| und die Gerade h durch die Punkte A(1]3]-1) und
0 1

B(3]|-1]3). E sei die Spiegelebene von A zu B.

a) Zeigen Sie, dass sich die Geraden g und h schneiden und
bestimmen Sie den Schnittwinkel. Ermitteln Sie die Gleichungen

der Kugeln, die die folgenden drei Bedingungen zugleich erfullen:
= die Mittelpunkte liegen auf der Geraden g,
» der Radius betragt 3 LE und
» die Ebene E ist Tangentialebene

[Kontrolle: E: X3 —2 %, + 2 x3=2].
(12 pP)

b) Die Gerade g und die Ebene E schneiden sich im Punkt D.
Bestimmen Sie den Abstand des Mittelpunktes der Strecke AD zur

Geraden h.
(8 P)

C) Gegeben ist die Ebenenschar Fy mit F, @ (K—1)x —2x, +kx; -k =0
und ke IR\{0}. Untersuchen Sie F, auf Schnittpunkte S;, S, und Sz
mit den Koordinatenachsen und diskutieren Sie eventuelle

Lagebesonderheiten.
5GP

d) Es ist bekannt, dass ein reelles k > 1 existiert, fur welches das
Volumen V der Pyramide 0S;S,S; mit den Punkten aus

Teilaufgabe ¢) minimal wird. Bestimmen Sie dieses k.
[Falls Sie in Teilaufgabe c) keine Punkte ermitteln konnten,

verwenden Sie alternativ

Sl(g| 0 | Oj : SZ(O‘ % ‘ OJ; 83(0 | 0| 2). Diese Punkte

stimmen nicht mit den von Ihnen errechneten Uberein.] 5P
5P

MO8_AG1_H-A nur fur Lehrkrafte Seite 1 von 5



Ministerium fur Bildung und Frauen Schriftliche Abiturprifung
Schleswig-Holstein 2008
Leistungskurs Mathematik
Thema: Analytische Geometrie

Zuordnung
Erwartete Leistung Bewertung
]
a) > 1
Es sind g und h gegeben durch g:x=| 3 |[+s:/ 0| und
0 1
1 2
h:x=| 3 |+t:|-4]. )
-1 4

Da A(1]3|-1) auf g liegt (fir S=-1), schneiden sich die Geraden g und h. 1

Fur den Schnittwinkel a zwischen g und h gilt

1) ( 2
0l|-4
1)\ 4 _[2+4 1

1
= = =42 =0=45°. 2
\/12+12-\/22+(—4)2+42 V72| V2 2

coso =

Bestimmung der Gleichungen fiir die Kugeln, welche die drei Bedingungen
erfullen

Gesucht sind alle Punkte auf g, die den Abstand 3 LE zur Ebene E haben.

Fir die Spiegelebene E von A zu B gilt: Der Vektor AB ist
Richtungsvektor der Gerade h (s.0.) und Normalenvektor der Ebene E

1
(also auch %HB =| —2 ) und der Mittelpunkt P der Strecke AB mit
2
2
OP =OA+ ENS =1 liegt in der Ebene.
2 1
2 1
Esfolgt E:|x—|1||-|-2|=0. 3
1 2

Unter Verwendung der Hesse’schen Normalform ergibt sich als
Abstandsansatz
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[
2 1 2 1 1)
3|+s|0|-|1||-—=-|—-2|=3
NG 1
0 1 1 2 )
(0 1 1
< 2 |+s|0 % -2|=3
i -1 1 2
1 2
@5-(—6+3s =3 s=5vs=-1

Durch Einsetzen der ermittelten Werte in den Geradenterm erhalt man

7 1
O—l\/l1 =| 3| und OT\/I; =| 3 | und somit fiir die gesuchten
5 -1
Kugelgleichungen
Al 1Y\]*
K;: x—|3|| =9 und K,: x—| 3| =9. 2
5 -1
b) | D wird berechnet durch Einsetzen des Geradenterms von g in die
Ebenengleichung von E:
2 1 2 1 0 1 1
3[+50|-|1||-|-2|=0&|| 2 |[+90]||-|-2|=0
0 1 1 2 -1 1 2
& —6+35=0s=2.
Das Einsetzen in die Geradengleichung ergibt D(4 | 3| 2). 2

Damit ist der Mittelpunkt der Strecke AD dann Map(2,5]13]0,5).

Die orthogonale Ebene E; zur Geraden h, die Map enthalt, ist gegeben
durch

25\] (1
E:x-| 3||-|-2|=0.
05)| | 2
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[ 1|1
Das Einsetzen des Geradenterms von h in die Normalenform von E; liefert
1+t 25 1 ]
die Gleichung || 3—-2t |—| 3 ||-| —2|=0. Daraus ergibt sich
-1+2t 0,5 2
—15+t+4t-3+4t=0 < 9t=45 c;tz%. )

Damit ist der Schnittpunkt F der Geraden h mit der Ebene E; F(1,5]2 | 0).

Fir den Abstand d des Punktes Map zum Punkt F folgt
25 15 1

=| 3|-|2]||=| 1 |=41+1+0,25=15.

0,5 0 0,5

d=[FM o

Schnittpunkte der Ebenenschar mit der

1.Koordinatenachse:
Ich setze x,, X3 = 0. Dann folgt

K K
k-1)x; -~k =0 x == Sl(k_l|o|oj.

Fur k = 1 existiert kein Schnittpunkt mit der x;-Achse, d.h. F; ist parallel
zur x;-Achse.

2. Koordinatenachse:
Ich setze x4, X3 = 0. Dann folgt

-2x, -k =0 xzz—gssz(o|ﬁ|oj.

3. Koordinatenachse:
Ich setze x;, x, =0. Dann folgt k x3 —k =0 & x3 =1 = 83(O|O|1).

Der Schnittpunkt mit der x;-Achse ist unabhangig von k.
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[
d) | Gesucht ist der reelle Wert k > 1, fir den V(k) minimal ist.
Das Volumen einer Pyramide ist % ‘ (OSl X OSZ)~ 0831.
V(K) = % . ‘ (05, x0s;). oss‘
L 0 0 0 0
k-1 2
zi. 0 X_E .ozi. 0 .021._ K
6 2 6 k2 6 2(k—1)
0 0 1 - 1
2(k-1)
k2
T12k-12 2
Zur Uberpriifung der notwendigen Bedingung fir die Existenz von lokalen
Extrema verwende ich die 1. Ableitung von V.
. 2k-(12k —12)—k?>-12 12k*- 24k
\ (k) = 2 = 2
(12k -12) (12k -12)
Es folgt V'(k)=0, also 12k* — 24k = 0 und somit k =0v k = 2.
Da k > 1 sein muss, folgt k=2.
Weil nur ein k > 1 die notwendige Bedingung erflllt, muss bei k = 2 das 3
Volumen minimal sein.
121 15| 3
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Aufgabe 4

Ein Kirchturmdach besteht wie in der
nebenstehenden Abbildung dargestellt aus einem
Pyramidenstumpf mit quadratischer Grund- und
Deckflache, auf die eine gerade Pyramide
aufgesetzt ist. Als Eckpunkte sind die Punkte
A(0]0]19), B(6]- 6]19), C(12]|0|19), D(6]6]19),
F(6]- 4]23), G(10|0]23) und S(6]0|27) bekannt. 15

(1 m entspricht einer Ladngeneinheit.)

Xy

a) Geben Sie die Koordinaten der Punkte E und H an!
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E;, welche die
Dachflache FGS enthalt.
Welchen Winkel schlieBt die Ebene E, durch die Punkte B, C, G und
F mit der Ebene E; ein?
(Falls Sie keine Ebenengleichung fiir die Ebene E; erhalten, nutzen
Sie El: X1 — X2 + Xz = 33) (10 P)

Zur Vorbereitung des Jubildumskirchweihfestes diskutiert der Kirchenvorstand
mehrere auBergewohnliche Vorschldage. Ein Vorschlag sieht ein groBes
Dreieckssegel vor, das von der Kirchturmspitze bis zum Boden reichen und
direkt auf der Dreiecksflache FGS aufliegen soll.

b) Zur Befestigung des Dreieckssegels verlaufen Spannseile von S
Uber F bzw. von S (ber G gradlinig zum Boden.

. Berechnen Sie deren Verankerungspunkte V¢ und Vg am
Boden. [Kontrolle Vg( 33| 0] 0)]

= Berechnen Sie den Flacheninhalt der dreieckigen Segelflache
VEVGS. (7 P)
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c) Von der Ecke T(6 | - 6 | 0) des Turmes direkt unterhalb von B am

d)

Boden ausgehend soll ein Sicherungsdrahtseil zum Spannseil SVg
gespannt und dort senkrecht befestigt werden. Entscheiden Sie, ob
sich eine Strebe, die entlang der Geraden

9 1
g x =| -3 |+r| =1| verlauft, und das Sicherungsdrahtseil stéren

0 1
und bestimmen Sie ggf. den Abstand zwischen der Strebe und dem
Drahtseil. : (9 P)

Auf der Grundfldche ABCD des Kirchendaches befinden sich
Verankerungspunkte P, mit P,( 6 | n | 19 ) und
ne{-5;-4;..;4;5}. Vonder Spitze des Kirchendaches S
soll ein Kabel zu einem der Verankerungspunkte P, gezogen
werden. Geben Sie eine Formel fiir die Schar der Geraden g, an,

auf denen die Strecken PSS liegen.

Im Dach am Punkt L(6 | 0 | 26) ist ein Scheinwerfer montiert.

Geben Sie eine allgemeine Formel fir den Abstand von L zur
Geradenschar g, an. (4 P)
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a) 10-6 4
Esist FG=|0—(=4)|=| 4| und I?a‘=,/l6+16=4\/—2-. 1
23-23) |0

-6
442

6 |, also 1
23 632 0

Damitist OF = OF + 42 —— BA = | -4 | +
B

2
OE=| 0 |,dh. E(2/0/23).
23

2) (4) (6
OH=OE+FG=| 0 |+|4|=]| 4 |, also H6/4/23). 1
23) (0] |23

6 0 1
Aus der Ebene £, sx=|0 |+s|-1|+# 0 |, s,t€/R (eswurden fur
27 -1 -1

SF und SG vereinfachte Spannvektoren benutzt) ergibt sich die
Koordinatenform der Ebene mit dem Normalenvektor
0 1 1
n.=|-1[x| 0 |=|-1| wiefolgt: £,. x,—X,+x, =33. 3
-1 -1 1
Fur die Berechnung des eingeschlossenen Winkels [1 genligt es den
Normalenvektor von E, anzugeben (es werden wie oben vereinfachte
Vektoren benutzt). '

2

n, =

1)1 _2+2+1_ 5
V1141441 343 343

= o ~15,79°. 1

cos o =
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6 0
Fur die Gerade durch Sund Fgilt SF - x =| 0 |+r| -1
27 —1

(Richtungsvektor vereinfacht.) Die xs-Komponente wird Null, wenn r = 27
ist, also ist der Verankerungspunkt Vi am Boden VE(6/~27/0).

6 1
Fur die Gerade durch Sund Ggilt SG: x=| 0 |+r| O
27 —1

(Richtungsvektor vereinfacht.) Die x;-Komponente wird Null, wenn auch
r = 27 ist, also ist der Verankerungspunkt Vg am Boden Vg(33/0/0).

Der Flacheninhalt lasst sich zum Beispiel mithilfe des Kreuzproduktes
ermitteln.
1

27?
27 =% 3.
27°

0 27

1 1

0| == 27¢
2

2
also A = 32?—\/— ~ 631,33 . Das beschriebene Segel hat einen
Flacheninhalt von 631,33 m*

6 1
Aus der Geraden SV . x=| 0 |+r| O | ergibt sich eine zum Spannseil
27 -1
6 1
x-|-6{]-| 0
0 -1
Diege Ebene Er und die Gerade SV schneiden sich in einem Punkt P.

SV orthogonale Ebene durch T:  Er: =0.
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Berechnung von P

6 1 6 1
O |+r] O |-|-6||-|]0 |=0r+0+(27-r)-(-1)=0=r=13,5 2
27 -1 0 -1

Es folgt: P(19,5] 0] 13,5).

Damit kann das Sicherungsseil durch die Gerade s mit der Gleichung

6 13,5
s X =0T +uTP =|-6|+u|l 6 angegeben werden, oder mit
0 13,5
6 9
vereinfachtem Richtungsvektor s: X=|-6|+u4]. 1
0 9

Zu untersuchen ist jetzt, ob sich Sicherungsseil und Strebe beeinflussen.
Zur Untersuchung der Geraden s und g werden die Geradenterme
gleichgesetzt:

6 9 9 1
-6 |+u|4|=|-3|+rl —1]|. Aus den ersten beiden Komponenten 1
0 9 0 1

erhalt man sofort 13 u =6, also ¥ = % und damit 7 = % , aber die dritte

Gleichung ist dann nicht erfullt, also gibt es kein Paar (r; u), das alle drei
Gleichungen erflillt. Die Geraden s und g sind windschief.

9 1 13
Wegen |4 |x|—1|=| O | kann der Abstand d durch
9 1 —13
9 6 1 ] 5 _
d=11-3|-|-6]|-] 0 |-— =— ~ 2,12 angegeben werden.
;, NP 9eg 2
0 0 -1
Da die Langeneinheit m ist, beeinflussen sich Strebe und Drahtseil nicht,
da der geringste Abstand Uber 2 m betragt. 1
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6 6-6 6 0
O |+r|l n
27 -8

0 |+r] n-0 |= ;relR

27 19-27

Es gilt g X =

Abstand der Geraden vom Punkt L:
Die orthogonale Ebene E; zur den Geraden g,, die L enthalten, ist

6 0

E,:|x-] 0 [|| n |=0.
26 (-8
Einsetzen der Geradenterme von g, in die Normalenform von E; liefert die
6 6 0
rn |—| 0 (|- n
27-8r 26 -8

Gleichung = 0. Daraus ergibt sich

rn+64r-8=0< r=

n+64°

Damit sind die Schnittpunkte T, der Geraden g, mit der Ebene E;
8n 64

T. (6 27— )

(8l | ni6a’

Fir die Abstéande d, des Punktes L zu den Punkten T, folgt:

6 0

8n 8n n’ In|
n 2 -1 0= 2 RV = :
n’ +64 n’+64 n’+64 \/n2+64
26 .
64 64
27—
n°+64

n’+64

12 116 |3
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Aufgabe 5

Rund um den HSV
Der Hamburger SV tragt

seine Heimspiele in der
57 000 Zuschauer
fassenden Arena im
Volkspark aus

(siehe Abb. 1).

In der ersten Reihe des
Blocks 3B (siehe Abb. 2)
befinden sich 31 Platze,

von denen im letzten

Saisonspiel 29 besetzt

werden.

Abb. 1: Arena des HSV

Abb. 2: Block 3B

a) Bestimmen Sie die Anzahl aller Moglichkeiten, wie sich die 29
Personen auf die 31 Platze verteilen kdnnen.

Bestimmen Sie ferner die Anzahl aller Méglichkeiten, wie sich
die freien Platze verteilen kénnen. (4 P)
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b) Die Bundesligastatistik Uber viele Jahre weist aus, dass im Mittel
etwa 3 Tore pro Spiel (Spieldauer: 90 Minuten) fallen. Ein
Zuschauer verlasst wahrend der Spielzeit fir 3 Minuten seinen
Sitzplatz, um die Toilette aufzusuchen. Auf dem Weg Uberlegt er
sich, ob er bis zu seiner Ruckkehr ein Tor ,,verpasst” haben wird.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ausgerechnet in diesen

3 Minuten mindestens ein Tor fallt. Begrinden Sie Ihre Wahl einer
passenden Zufallsvariablen und ihrer Verteilung. Gehen Sie dabei
insbesondere kritisch auf den Modellcharakter Ihrer Wahl ein. (6 P)

c¢) Ein Busunternehmen aus Flensburg bietet den Transport zum
Stadion an. Es verfugt Uber zwei Busse mit insgesamt 92 Platzen.
Man kann einen Busplatz telefonisch oder per Internet buchen,
aber erst beim Fahrtantritt zahlen. Der Andrang bei Fu3ballspielen
ist erfahrungsgemalf grol3, und das Angebot ist stets ausgebucht.
Allerdings werden im Mittel nur 89 % der gebuchten Platze
tatsachlich wahrgenommen. Wegen der zu erwartenden Absagen
von gebuchten Fahrten nimmt das Unternehmen deshalb 101
Platze — also mehr als vorhanden — zur Buchung an.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei Fahrtantritt mehr
als 92 Fahrgaste erscheinen und damit Personen mit gebuchten
Platzen abgewiesen werden mussen.

Bestimmen Sie die Maximalzahl der Buchungen, die der

Unternehmer zulassen kann, so dass er mit einer

Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % keine Beschwerden

wegen Uberbuchungen erhalt. (12 P)

d) Das Busunternehmen will erreichen, dass der Anteil der Absagen
sinkt. Deshalb &ndert es seine Vertragsbedingungen dahingehend,
dass schon gleich bei der Buchung eine Anzahlung von 5 € zu
zahlen ist, die bei Nichterscheinen nicht zurtickgezahlt wird.
Wahrend der ndchsten 1000 Buchungen soll untersucht werden, ob
die neue Regelung zu einer Senkung der Absagerquote fuhrt.
Leiten Sie dazu eine Entscheidungsregel her. Gehen Sie dabei von
einem Signifikanzniveau von 5% aus. (8 P)
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Gausssche Integralfunktion @ (z) = Jz @(x) dx

—00
z D(-2) D(z) z P(-z) P(z) z D(-z) P(z) z ®(-z) D(z)
0, 0, . 0, 0, 0. (. {0,

0,01 4460 S040 0,76 2236 7764 1.51 0655 0345 226 0119 9881
0,02 4920 S0O80 0,77 2206 7794 1.52 0643 9357 227 0116 9884
0,03 4880 5120 0,78 2177 7823 1.53 0630 9370 2,28 0113 9887
004 4540 5160 0,79 2148 7852 1.54 0618 9382 2,29 o110 G590
0,05 4801 5199 0.80 2119 7881 1,55 D6l6 9394 2,30 0107 9893
0,06 4761 5239 0,81 2000 7910 1,56 0394 9406 231 0104 9596
0,07 4721 5279 0,82 2061 7939 1.57 582 9418 232 0102 9R98
0,08 4681 5319 0,83 2033 7967 1.58 0571 9429 233 0099 9901
0,09 4641 5359 0,84 2005 7995 1.59 0559 9441 234 0096 9904
0,10 4602 5398 0,85 1977 8023 1,60 0548 9452 235 0094 9906
0,11 4562 5438 0.86 1949 8051 1.61 0537 9463 2,36 0091 G909
0,12 4522 5478 087 1922 8078 1.62 0526 9474 2,37 0089 991l
0.13 4483 5517 0,88 1894 8106 1.63 0516 9484 238 0087 9913
0,14 4443 5557 0.89 1867 8133 1,64 0505 9495 239 D084 9916
0,15 ERTIES 5596 0.90 1841 8159 1.65 0495 9505 2,40 0082 9918
0,16 4364 5636 091 1814 8186 1.66 0485 9515 241 OOS0 9920
0,17 4325 5675 0,92 1788 8212 1.67 475 9525 242 0078 9922
0,18 4286 5714 093 1762 8238 1.68 0465 9535 243 0075 9925
0,19 4247 5753 0.94 1736 8264 1.69 455 9545 244 0073 9927
0,20 4207 5793 0,95 1711 8289 1,70 446 9554 245 0071 9929
021 4168 5832 0.96 1685 8315 1,71 0436 9564 246 0069 993l
022 4129 58T 097 1660 8340 1,72 0427 Y573 247 D068 9932
0,23 4090 5910 098 1635 8365 1.73 0418 9582 248 0066 9934
0,24 4052 5945 0,99 1611 K389 1.74 (409 9591 249 0064 9936
0,25 4013 5987 100 1587 8413 1.75 401 9599 2,50 0062 9938
0,26 3974 6026 1.0 1562 8438 1,76 0392 9608 2,51 0060 9940
027 3936 664 1.02 1539 8461 1.77 0384 9616 252 0059 9941
0,28 3897 6103 1,03 1515 8485 1,78 0375 9625 253 0057 9943
029 3859 6141 104 1492 8508 1,79 0367 9633 254 0055 9945
0,30 3821 6179 105 1469 8531 1.80 0359 9641 2,55 0054 9946
0,31 3783 6217 1.06 1446 8554 1.81 0351 9649 2.56 0052 9948
0,32 3745 6255 1,07 1423 8577 1,82 0344 G656 257 0051 Y949
0,33 3707 6293 1,08 1401 8599 1,83 0336 D664 2,58 0049 9951
0,34 3669 6331 1.09 1379 8621 1.84 0329 9671 259 0045 9952
035 3632 6368 1.10 1357 8643 1.85 0322 Y9678 2,60 0047 9953
0.36 3594 6406 1,11 1335 8665 1.86 0314 D686 261 0045 9955
0,37 3557 6443 1,12 1314 8686 1.87 0307 9693 2,62 0044 9956
0,38 3520 6480 1,13 1292 8708 1.88 03m 9699 263 0043 9957
0,39 3483 63517 1,14 1271 8729 1,89 0294 y706 264 41 9959
0,40 3446 6554 1,15 1251 R749 1,90 0287 9713 2,65 0040 L]
0,41 3400 6591 1.16 1230 8770 1.91 0281 9719 2,66 0039 9961
0,42 3372 6628 1,17 1210 8790 1.92 0274 9726 267 0038 9962
0,43 3336 6664 1,18 1190 8810 1.93 0268 9732 2,68 0037 9963
044 3300 6700 1,19 1170 8830 1.94 01262 9738 2,69 0036 9964
045 3264 6736 1,20 1151 BR49 1.95 0256 9744 2,70 0035 9965
0,46 3228 6772 1,21 1131 8869 1.96 0250 9750 271 0034 9966
047 392 6805 1,22 1112 K84 197 0244 9756 27 0033 9967
048 3156 6844 1,23 1093 8907 198 0239 9761 273 0032 9968
0,49 3121 6879 1,24 1075 8925 1,99 0233 9767 2,74 0031 D969
0,50 3085 6915 1,25 1056 8944 2,00 0228 9772 2,75 0030 Qa7
0.51 3050 6950 1.26 1038 8962 2,01 0222 9778 276 0029 9971
0,52 3015 H9RS5 127 1020 8980 2,02 0217 9783 277 0028 9972
0,53 2981 7019 1,28 1003 8997 203 0212 9788 2,78 0027 9973
0,54 2946 7054 129 09835 90135 204 0207 9793 2,79 0026 9974
0,55 2912 7088 1,30 (1968 9032 205 0202 9798 2,80 0026 9974
0.56 2877 7123 1,31 0951 9049 2,06 [y 9803 281 0025 9975
0,57 2843 757 1,32 0934 9066 207 0192 9808 282 0024 9976
0,58 2810 7190 133 (0918 9082 2,08 0188 9812 2,83 0023 9977
0,59 2776 7224 1.34 0901 90499 209 0183 9817 284 0023 w977
0,60 2743 7257 135 U885 9115 2,10 0179 9821 285 0022 9978
0,61 2709 7291 1.36 0869 9131 211 0174 9826 2,86 0021 9979
0,62 2676 7324 1,37 0853 9147 212 0170 9830 2.87 0021 9979
0.63 2643 7357 1.38 (0838 9162 2,13 0166 9834 288 0020 G980
0,64 2611 7389 1,39 0823 9177 2,14 0162 9838 289 0019 9981
0,65 2578 7422 140 0808 9192 215 0158 9842 290 0019 9UR1
0,66 2546 7454 141 0793 9207 2,16 0154 Ysdh 291 0018 9982
0,67 2514 7486 142 0778 9222 2,17 0150 9850 292 0018 9952
0,68 2483 7517 143 0764 9236 2,18 0146 9854 293 0017 9983
0,69 2451 7549 144 0749 9251 2,19 0143 9857 294 [T Jo84
0,70 2420 T580 145 0735 9265 2,20 0139 9861 295 0016 Y984
0,71 2389 7611 1,46 0721 9279 221 0136 9864 2.96 0015 9985
0,72 2358 7642 147 0708 9292 22 0132 9868 297 0015 9985
0,73 2327 7673 1,48 0694 9306 223 0129 9871 298 0014 9986
0,74 2296 T704 149 0681 9319 224 0125 Y875 299 0014 Y986
0,75 2266 T734 1.50 0668 9332 225 0122 9878 300 0013 9987
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I | II

III

a) Die zuerst ankommende Person hat 31 Plidtze zur Auswabhl, die zweite 30, usw.
und die letzte schlieBlich noch 3.

!
Das ergibt 31-30-...-3 = 32—1‘ ~ 4,11-10* Moglichkeiten.

Da man bei den freien Plitzen die Reihenfolge nicht beriicksichtigen kann, gibt

31
es ( 5 ] =465 Moglichkeiten fiir die freien Plitze.
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Erwartete Leistung

Zuordnung
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I |1

I

b) | Es werden im Folgenden zwei mogliche Losungswege angegeben:

1. Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Tor in einer Zeitspanne
von einer Minute féllt, bei 3 Toren pro Spiel —ist. Wenn man annimmt,

dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Torschuss in jeder der drei Minuten
gleich bleibt und nicht mehr als ein Tor pro Minute fallen kann (darf), dann
ist die Zufallsvariable X, die die moglichen Anzahlen der in einem Spiel
fallenden Tore beschreibt, binomialverteilt mit den Parameter n = 3 und

1

-
29Y
Dann gilt P(X >1)=1-P(X =0) :1—(£j ~1-0,9033 = 0,0967.

Sicher ist die Wahrscheinlichkeit flir einen Torschuss nicht in jeder Minute
gleich, denn

- fiihrende Mannschaften kdnnen schon einmal einen Gang herausnehmen;
- gegen Spielende kann die Kondition nachlassen;
- die Konzentration der Verteidigung kann nachlassen;

- eine Mannschaft kann sich schon mit einem Spielergebnis zufrieden
gegeben haben;

- oder eine Mannschaft kann unter dem Zeitdruck besonders offensiv spielen.

(*Hinweis zur Bewertung: Fur jedes Argument, in dem kritisch auf den
Modellcharakter eingegangen wird, sollte ein Punkt gegeben werden,
hochstens jedoch drei Punkte.)

2. Ein Tor ist ein relativ seltenes Ereignis. Nimmt man an, dass in gleichlangen
Spielzeitintervallen die Wahrscheinlichkeit fiir das Fallen eines Tores
konstant ist, und dass auch in sehr kurz aufeinander folgenden Zeitintervallen
Tore moglich sind, dann kann man die Zufallsvariable X, die die moglichen
Anzahlen der in einem Spiel fallenden Tore beschreibt, als Poisson-verteilt

mit dem Parameter =3 L = 1 ansehen.
30 10

Dann gilt By, (X 21)=1-P, (X =0)=1-€"' = 0,0952.

Begriindungen wie unter 1. Hier wére auch ein Eingehen auf die moglichen
Werte von X, also 0, 1, 2, ... denkbar. X lief3e also auch eine iiber alle
Grenzen wachsende Anzahl von Toren innerhalb von drei Minuten zu.

2)

(1

3*

(3%
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I ||

Es kennzeichne die Zufallsvariable Y die mdglichen Anzahlen der 101
Personen, die tatsdchlich an der Fahrt teilnehmen wollen. Y ist
binomialverteilt mit den Parameters n = 101 und p = 0,89.

Wegen np(1-p)=101-0,89-0,11=9,8879 >9 (Laplace-Bedingung) kann
man Y ndherungsweise als normalverteilt ansehen. Es gilt

92,5 -89,89

49,8879

P(Y>92)=1—P(Ys92)z1—q{ le—q>(o,83oo)

=1-0,7967 = 20,3%
Die Zufallsvariable Y ist jetzt binomialverteilt mit den Parametern n und
p = 0,89, wobei n so zu bestimmen ist, dass P(Y <92) > 0,95 gilt.

Da n mindestens 92 betragen muss, gilt die Laplace-Bedingung, denn
n-0,89-0,11=92-0,89-0,11=9,0068 > 9.
92,5-0,89-n

10,89-0,11-n

Somit folgt P(Y £92) = (I)[ } >0,95 und damit

92,5-0,89-n
40,89-0,11-n
Mit der Substitution X =/n und Rundungen auf vier Dezimalen folgt
92,5-0,89x* >0,5147x, also x* +0,5783x—103,9326 < 0.

Mit der quadratischen Ergédnzung erhélt man die Ungleichung
(x+0,2892)° <103,9326+0,0836=104,0162 und damit
|X+0,2892| < 1/104,0162 = 10,1988, also

-10,1988 < x +0,2892 < 10,1988, woraus

—10,488 < +/n <9,9096 folgt.

Da +/n nicht negativ ist, folgt N < 98,2 . Man darf also hochstens 98

Buchungen vornehmen, damit mit mindestens 95 %iger Wahrscheinlichkeit
keine Beschwerden wegen der Uberbuchungen kommen.

>1,645.
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I ||

d)

Die Testvariable T beschreibt die moglichen Anzahlen von Absagen. Wenn man
annimmt, dass alle Bucher unabhéngig voneinander buchen, also z. B. keine
Gruppen (Familien, Fanclubs, ...) geschlossen buchen bzw. geschlossen
absagen, dann kann man T als binomialverteilt mit den Parametern n = 1000 und
p annehmen.

Wenn man iiberpriifen will, ob die Absagerquote durch den Anzahlungszwang
gesenkt wurde, muss man annehmen, dass die Regelung nichts oder das
Gegenteil bewirkt hat. Die Nullhypothese lautet damit Hy: p=0,11.

Man wird die Hypothese ablehnen, wenn die Zahl der Absagen relativ klein ist,
also in einem Intervall [0; c] liegt.

Wegen 1000- p-(1— p)=1000-0,11-0,89=97,9 29 ist T ndherungsweise
normalverteilt mit p =110 und o =4/97,9 .

Aufgrund der Wahl des Signifikanzniveaus 5 % gilt
c+0,5-110
4/1000-0,11-0,89

110—-c-
q{ 0-c—-0,5

4/1000-0,11-0,89

110-c-0,5

4/1000-0,11-0,89
€<109,5-1,645-4/1000-0,11-0,89 =93,224, also c<93 folgt. Der
Ablehnungsbereich lautet [0; 93]. Wenn also unter 1000 Buchungen hochstens
93 Absagen auftreten, kann man von einem Erfolg der Mallnahme sprechen, da
nur mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens 5 % so wenige Absagen
vorkommen, wenn die MaBnahme nicht gegriffen hitte.

P(T<c)< d{ J <0,05und damit

J >0,95.Dem Tafelwerk entnimmt man

>1,645 , woraus

12 15| 3

MO8_STO1_H-A nur fur Lehrkrafte

Seite 7 von 7



Ministerium fur Bildung und Frauen Schriftliche Abiturprifung
Schleswig-Holstein 2008
Leistungskurs Mathematik
Thema: Stochastik

Aufgabe 6

Falschparker

Nach Angabe des Berliner Senates betragt der Anteil der Falschparker (also
Autos ohne Parkschein) gemal einer Studie aus dem Frihjahr 15%. (Das
Parkverhalten eines Einzelnen wird durch die Anderen nicht beeinflusst.)

a) Zwei Berliner Politessen Uberprifen zunéachst den Parkplatz
~Kudamm-Karree“ mit genau 34 Autos, dann den Parkplatz
.Kurfurstendamm® mit 48 Autos.

= Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit daflir, dass die Politessen
auf beiden Parkplatzen zusammen mindestens vier Falschparker
aufschreiben.

» Geben Sie an, mit wie vielen Falschparkern die Politessen auf
beiden Parkplatzen zusammen rechnen kdnnen. (4 P)

b) Die Senatsverwaltung mochte eine Stichprobe von Uberpriften
Autos untersuchen.

» Bestimmen Sie flr eine Stichprobe von 500 Autos den
kleinstmdglichen, zum Erwartungswert symmetrischen Bereich,
in dem die Zahl der Falschparker mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 80% liegt.

» Berechnen Sie, wie viele parkende Autos man Uberprifen muss,
um mit einer Wahrscheinlichkeit von tber 99 % mindestens
einen Falschparker zu erwischen. (8 P)
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c) Es gibt nicht Gberall und jederzeit Politessen. Deswegen kann man
davon ausgehen, dass nur etwa 10% von allen Falschparkern durch
Kontrollen von Politessen gefunden werden. Etwa die Halfte davon
kehrt nach wenigen Minuten zum Wagen zuruick und trifft dort die
Politessen noch an. Da sich Berlin als autofahrerfreundliche Stadt
prasentieren will, hat der Senat zunachst beschlossen, dass diese
Personen nur mundlich verwarnt werden, aber die normale
Parkgebuhr von 1 € pro Stunde nachbezahlen mussen. Die andere
Halfte muss ein Bu3geld von 15 € bezahlen.

Ein Senatsbeamter kommt in einem Aktenvermerk aufgrund der
angegebenen Daten zu dem Schluss, dass die Stadt mit jedem
Falschparker einen Verlust von 0,20 € macht. Er schlagt deswegen
eine Erhéhung des Bul3geldes auf 19 € vor.

Auf Nachfrage erklart der Beamte, er sei zu seinem Ergebnis wie
folgt gekommen:

90 % der Falschparker werden nicht erwischt, jeder von diesen
bringt 1 € Verlust. Von den restlichen 10 % bringt die Halfte
keinen Verlust und die andere Halfte eigentlich ja nur 14 €
Mehreinnahmen.

= Beurteilen Sie seine Rechnung.

= Untersuchen Sie den Vorschlag des Beamten auf Erhdhung des
BuRgeldes. (7 P)

d) Der Senat entschloss sich letztendlich zu einer drastischen
Erhdhung der Parkgebuhren. Im Gegensatz zum Senat beflirchten
die Medien, dass (deswegen) der Anteil der Falschparker deutlich
angestiegen sein konnte.

*» Leiten Sie ein Testverfahren fur eine Kontrolle von 2400
Fahrzeugen her, mit dem man die Beflurchtungen der Medien
untersuchen kann. Geben Sie dazu Entscheidungsregeln bei
einem Signifikanzniveau von 5 % an.

Eine unabhangige und verlassliche Studie nach der
Gebuhrenerhebung im Sommer ergab, dass der Falschparkeranteil
nunmehr bei mindestens 18 % liegt.

= Bestimmen Sie den kleinstmoglichen Bereich fur die
Wabhrscheinlichkeit, dass sich der Senat trotzdem in seiner
Ansicht bestéatigt fuhlt, wenn man obigen Test durchfuhrt. (11 P)
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Gausssche Integralfunktion ®(z) = | @(x) dx

¥ D(-z) Pz) ;- P(-z) ®(z) z ®(-z) @(z) z ®(-z) @(z)
0, 0, 0, 0, 0, 0. 0, 0,

0,01 4960 5040 0,76 2236 7764 1,51 0655 9345 226 0119 881
0,02 4920 5080 0,77 2206 7794 1,52 643 9357 227 0116 US4
0,03 4580 5120 0,78 2177 7823 1.53 (630 9370 228 0113 9887
0,04 4540 5160 0,79 2148 7852 1.54 0618 9382 2,29 0110 9890
0.05 4801 5199 0,80 2119 7881 1,55 0606 9394 230 007 9893
0,06 4761 5239 0,81 20000 7910 1,56 0594 9406 231 0104 9896
0,07 4721 5279 0,82 2061 7939 1,57 0582 9418 232 012 YRYR
0,08 4681 5319 0,83 2033 7967 1.58 0571 9429 233 00899 9901
0,09 4641 5359 0,84 2005 7995 1.59 0559 9441 234 0086 G904
0,10 4602 5398 0,85 1977 8023 1,60 0548 9452 235 0094 9906
0,11 4562 5438 0,86 1949 8051 1,61 0537 9463 2.36 0091 9N
0,12 4522 5478 0,87 1922 8078 1,62 0526 9474 237 (089 9911
013 4483 5517 0,88 1894 Bl06 1.63 0516 9454 2,38 0087 9913
0.14 4443 5557 (.89 1867 8133 1.64 0505 9495 239 (84 9916
015 4404 5596 0,90 1841 8159 1,65 (495 9505 240 0082 9918
0,16 4364 5636 091 1814 B186 1.66 (485 9515 241 0080 9920
0,17 4325 5675 0,92 1788 8212 1.67 (475 9525 242 0078 9922
0,18 4286 5714 0,93 1762 8238 1.68 (0465 9535 243 0075 9925
019 4247 5753 0,94 1736 B264 1,69 (455 9545 244 073 9927
0,20 4207 5793 0,95 1711 B28Y 1,70 0446 9554 245 0071 9929
021 4168 5832 0,96 1685 "315 1,71 0436 9564 246 0069 9931
0,22 4129 5871 0,97 1660 8340 1,72 0427 9573 247 0068 9932
0.23 4080 5910 098 1635 8365 1,73 418 9582 248 (066 9934
0.24 4052 5948 0,99 1611 B389 1,74 0409 9591 249 0064 9936
0,25 4013 5987 1.00 1587 8413 1,75 (401 9599 2,50 0062 9938
0,26 3974 6026 1,01 1562 B438 1.76 0392 9608 251 0060 9940
0,27 3936 6064 1,02 1539 8461 1,77 0354 9616 2.52 0059 9941
028 3897 6103 1.03 1515 R485 1,78 0375 9625 253 0057 9943
029 3859 6141 1.04 1492 8508 1,79 0367 9633 2.54 0055 9945
0.30 3821 6179 1.05 1469 8531 1.80 0359 9641 2,55 0054 9946
0,31 3783 6217 1,06 1446 #3554 1.81 0351 9649 2.56 0052 GU4R
0,32 3745 6255 107 1423 B5T7 1,82 0344 9656 2,57 0051 9949
033 3707 6293 1,08 1401 R399 1,83 0336 D664 258 0049 9951
0,34 3669 6331 1.09 1379 8621 1.54 0329 9671 259 (48 9952
0,35 3632 6368 1,10 1357 8643 1.85 0322 96TR 2.60 0047 9953
0.36 3594 6406 1.11 1335 8665 1.86 0314 9686 2,61 0045 9955
0,37 3557 6443 1,12 1314 BHEO 1.87 0307 9693 2.62 0044 9956
038 3520 6480 1,13 1292 8708 1.88 0301 G694 263 0043 9957
0,39 3483 6517 1,14 121 8729 1.89 0294 9706 264 0041 9959
0,40 3446 6554 1,15 1251 B749 1.90 0287 9713 2,65 0040 9960
041 3409 6391 1,16 1230 BIT0 1,91 0281 9719 2,66 0039 9961
0,42 3372 H628 1.17 1210 R790 1,92 0274 9726 2.67 0038 9962
0,43 3336 Hh64 1,18 11940 "810 1.93 0268 9732 268 0037 9963
0,44 3300 6700 1,19 1170 8830 1.94 0262 9738 269 (136 9964
045 3264 6736 1,20 1151 8849 195 0256 9744 270 0035 9965
0.46 3228 6772 121 1131 BR6Y 1.96 0250 9750 27 0034 9966
047 3192 6808 122 1112 RRR8 1.97 0244 9756 2,72 0033 9967
0,48 3156 6544 123 1093 BOOT 1.98 0239 9761 273 0032 9968
049 3121 6879 124 1075 8925 1,99 (1233 9767 2,74 0031 QU649
0.50 3085 6915 125 1056 8944 2,00 0228 9772 275 0030 G970
051 3050 6950 1,26 1038 8962 20 0222 9778 2,76 0029 9971
0,52 s 6985 127 1020 HO80 2,02 0217 9783 2,77 0028 9972
0,53 2981 7019 1.28 1003 8997 2,03 0212 9788 2,78 0027 9973
0,54 2946 7054 1,29 0985 9015 2 0207 9793 2,79 0026 9974
0,55 2912 TO88 1,30 0968 9032 205 0202 9798 2,80 0026 9974
0,56 2877 7123 131 0951 9049 2,06 0197 9803 281 0025 9975
0,57 2843 7157 132 0934 9066 207 0192 9808 2,82 0024 9976
0,58 2810 7190 133 0918 Q082 2,08 0188 9812 2,83 0023 9977
0,59 2776 7224 1,34 0901 Q099 209 0183 9817 284 0023 9977
0,60 2743 7257 1,35 (8835 9115 2,10 0179 9821 2,85 0022 Y978
0.61 2709 7291 1.36 0869 9131 2,11 0174 9826 2,86 0021 9979
0,62 2676 7324 137 0853 9147 2,12 0170 9830 2,87 0021 9979
0,63 2643 7357 1,38 0838 9162 2,13 0166 9834 2,88 0020 SIS0
0,64 2611 7389 139 0823 o177 2,14 0162 9838 289 19 9981
0,65 2578 7422 1.40 0808 9192 2,15 0158 9842 2,90 0019 9981
0,66 2546 7454 141 0793 9207 2,16 0154 9846 291 0018 Qus2
0,67 2514 7486 142 0778 9222 2,17 0150 9850 292 0018 YOR2
0,68 2483 7517 143 0764 9236 2,18 01146 9854 2,93 0017 9983
0,69 2451 7549 144 0749 9251 2,19 0143 9857 2.94 6 GUsd
0,70 2420 T580 145 0735 9265 220 0139 861 295 0016 GOR4
0,71 2389 7611 146 0721 9279 221 0136 9864 296 0015 9985
0,72 2358 7642 147 0708 9292 2,22 0132 9868 297 o013 9985
0,73 2327 7673 1,48 0694 9306 223 0129 9871 298 0014 GUR6
0,74 2296 7704 149 0681 9319 224 0125 9875 299 014 YusH
0,75 2266 7734 1,50 0668 9332 225 0122 9878 3,00 0013 Y987
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) X beschreibt die Anzahl der Falschparker.

X ist binomialverteilt mit n = 82 und p = 0,15; also Bgy.q 15-Verteilt.
PX>24)=1-PX<3)= 1-PX=0)-PX=1)-P(X=2)—P(X =3)
~ 1—0,0000016 — 0,000024 — 0,000169 — 0,000794 ~ 0,999011
(0,999013 bei nicht gerundeten Zwischenwerten).

Die Wahrscheinlichkeit betrégt also ca. 99,9 %.
EsistE(X)=np=82-0,15=123.

Die Politessen miissen daher mit ca. 12 Falschparkern rechnen.

b) X beschreibt die Anzahl der ertappten Falschparker bei n Gberpriiften Autos;
X ist By g15- verteilt.

Kleinstmdglicher Bereich symmetrisch zum Erwartungswert:

n=500undp=0,15= pn=75 und ¢ =500 0,15 0,85
o =4/500-015- 0,85 =~ 7,984

d d
Esgilt P(u—d £X <£u+d) 208 = P(u—-d <X <p+d) = ¢(—) - ¢(-—)=08
c c

d d
= 20(—) -1208 & ®(—) =09
o (¢}

d
Aus der Tabelle fur die GauRsche Summenfunktion entnimmt man — > 1,28 . Damit
(¢}

gilt d>10,22, also mussd = 11 sein. Damit ist das gesuchte Intervall [ 64 ; 86 ].
Umfang der Sichprobe
Wenn n der Umfang der Stichprobeist, so gilt P(X=1) > 0,99 < 1 - P(X=0) > 0,99 &

n
P(X=0) < 0,01 & (oj 0150 0,85" < 0,01 < 0,85" < 0,01 < nln(0,85) < In(0,01) &

In(0,01)
In(0,85)

n>

(daln(0,85) negativ ist). Daher ist dlson > 28,34, d h. n> 29.

Es miissen also mindestens 29 parkende Autos kontrolliert werden.
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Der Beamte hat den Verlust von 0,20 Euro pro Falschparker richtig erklart:

Esist G die, Einnahme"* durch Falschparker pro Stundeim Vergleich zu eéinem
Nichtfalschparker. Ein nicht ertappter Falschparker bringt 1 € Verlust. Der verwarnte
Falschparker zahlt nach, bringt also weder Gewinn noch Verlust. Ein Fa schparker, der
ein BuRgeld von 15 € zahlt, bringt 14 € Gewinn, denn 1 € hétte er jasonst (als
Nichtfalschparker) gebracht.

Falschparker nicht |\ v erwarnt Mit Bugeld
ertappt
6(in€) -1 0 14
P(G=g)) 090 005 005

Der Erwartungswert E(G) ist dann E(G) = 0,9 -(— 1) + 0,05-0 + 0,05 -14 = —0,20,
d h. pro Falschparker macht die Stadt im Durchschnitt einen Verlust von 0,20 €.

Man musste also eine Erhthung des Bul3geldes beschlief3en, damit zumindest die Stadt
keinen Verlust macht.

Ist B das erhdhte BulRgeld, so gilt fir die Situation ,,Kein Verlust”:

Erwartungswert E(G) =0,9-(-1) +0,05-0+0,05-B=0<0,05-B=09< B =18
Damit kein Verlust entsteht, miisste das Bul3geld mindestens auf 18+1 € = 19 € erhoht
werden.

Der Vorschlag des Beamten lasst also keinen Verlust erwarten, bei 20 € kénnte man
sogar einen Gewinn erwarten. (hier 0,05€ pro Falschparker im Durchschnitt).
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Wenn man die Bedenken der Medien testen will, wird man als zu testende Nullhypo-
these das Gegenteil von dem annehmen, was die Medien aufgrund dieser Mal3nahme
befiirchten, damit man diese Annahme ggf. mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von

5% verwerfen kann.

Ho sei die Hypothese, dass die Malinahme ohne Folgen fir die Falschparkerquote ist, der
Prozentsatz also gleichgebliebenist. Hqy: p=0,15. 1
Die Gegenhypothese lautet dann Hy: p > 0,15.

d)

Die Zufallsvariable X beschreibe die moglichen Anzahlen von Falschparkern bel der
Stichprobe mit n = 2400. Man wird die Nullhypothese ablehnen, wenn man relativ viele
Falschparker bei der Stichprobe findet, also liegt hier ein rechtsseitiger Signifikanztest
vor. Alsoist unter der Annahme , Ho ist wahr die kleinste ganzzahlige Grenze g gesucht
mit P(X>g) < 0,05 (g gehort also schon zum Ablehnungsbereich). 1

X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 2400 und p = 0,15.
Es kann hier die Naherung von Moivre-Laplace verwendet werden, da
n-p-(1-p)=2400-0,15-0,85=306>9 ist. Esgilt

P(X=g) £0,05 & P(X<g-1) = 0,95. Mit der Naherung folgt

q)(g—1+ 0,5- 2400-0,15

v 306

und der Monotonie der ®-Funktion

j >0,95. Somit ist mittels der Tabelle der Normalverteilung 1

g — 360,5 I
——— >1645. Folglich ist g > 389,28 und
306

daher g =390 (Ohne Korrekturglied 0,5 ergibt sich g > 389,78, also ebenfalls g = 390). 2
Damit ist der Ablehnungsbereich der Nullhypothese K =[ 390 ; 2400 ]. Wir haben daher
folgende Entscheidungsregel: 1
Werden 390 oder mehr Falschparker erwischt, so verwerfen wir die Nullhypothese, d h.
wir werden die Beftirchtungen der Medien teilen. Werden hichstens 389 Fal schparker

ertappt, so bleiben wir bei der Nullhypothese, d h. wir entscheiden uns gegen die 1
BefUrchtungen der Medien und unterstiitzen die Meinung des Senats.

Wenn Hy nicht verworfen wird, obwohl Hy falschist (hier p > 0,18), begeht man einen
Fehler zweiter Art. Dieser tritt genau dann ein, wenn man im Annahmebereich der
Nullhypothese landet, d h. im Intervall K =[ 0; 389]. Je grofer der Parameter p wird,
desto kleiner wird die Wahrscheinlichkeit, dass der Test ein Ergebnis aus K liefert. Im
Extremfall p = 1 wére die Wahrscheinlichkeit dann Null. Die Wahrscheinlichkeit nimmt
den grofdten Wert an, wenn p kleinstmdglich ist, also p = 0,18. In diesem Fall gilt mit der
Naherungsformel (da n-p- (1—p)=2400-0,18-0,82=354,24>9 ist)

389+ 0,5 2400 0,18] _q)[ —425

354,24 \/354,24
somit ist P(X < 389) = 0,012 (ohne Korrekturglied 1 — ®(2,29) = 1 — 0,9890 = 0,011).

P(X <389) =~ q{ J ~1-@(2,26)~ 1-0,9881,

Das kleinstmdgliche Intervall, welches die Wahrscheinlichkeiten umfasst, mit denen wir 3
dem Senat nach dem Test zustimmen, obwohl Hy falschist, ist [0% ; 1,2%).

12 |1 15| 3
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Aufgabe 1
Kurvenschar mit Extremakurve

Gegeben sei die Kurvenschar fy mit f, (x) = ﬁ(kx2 - 2x+3), ke R\ {-1;0},
+
nd die Funktion g mit g(x) X+ X
u ie Funkti i =
J J 1+x

a) Beschreiben Sie die Graphen der Schar fur verschiedene
Parameter k. (6 P)

b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktionenschar fy in
Abhéangigkeit von k. Zeigen Sie, dass der Extrempunkt eines jeden
Graphen zu f, auf dem Graphen zu g liegt. Entscheiden Sie, ob (6 P)
jeder Punkt des Graphen zu g auch Extrempunkt einer Scharkurve
zu fi ist.

¢) Untersuchen Sie den Graphen zu g auf Schnittpunkte mit den
Koordinatenachsen sowie auf Extrem- und Wendepunkte. (6P)

d) Eine Scharkurve wird durch die Geraden x = 0 und x = 3 in den
Punkten A, und B, geschnitten. Durch diese Punkte verlauft die
Gerade iy .

For k > % liegen A. , Bx und auch die Graphen zu fy oberhalb der
X-Achse.

(7 P)
Die Koordinatenachsen, die Gerade i, und die Gerade x = 3
begrenzen ein Flachenstuck.
Die Scharkurve teilt dieses Stick in zwei Teile. Berechnen Sie den
Inhalt der Teilflachen und zeigen Sie, dass diese im Verhéltnis 2 : 1
zueinander stehen.
e) o _ _ —x2+3x|
Nun ist die Funktion h mit h(x)=———— gegeben.
1+|x|
Beweisen Sie, dass die Funktion h einen symmetrischen Graphen (5 P)
hat.
Untersuchen Sie die Funktion h auf Differenzierbarkeit an der Stelle
Xo = 0.
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Erwartungshorizont

Bewertung
]
a)
Die Scharkurven sind Parabeln 2.0rdnung. 1
Fur k < -1 und fur k > 0 sind die Parabeln nach oben gedffnet, haben also
einen Tiefpunkt. Fur —1 < k < 0 sind die Parabeln nach unten geoffnet, 5
haben also einen Hochpunkt.
b) | Notwendig fir einen Extrempunkt bei xg ist fy(xg) = 0. Die erste Ableitung ist
, 1 _ _ 1 .
f.(X) = — (2kx — 2). Die Gleichung —— (2kx — 2) =0 hat die
k+1 k+1
Losung X = 1 . Welil es sich hier um Parabeln 2.0rdnung handelt, ist die
hinreichende Bedingung erfillt.
Die lokalen Extrema liegen damit bei E (1 k-1 j 3
9 K k(k+1))"
1) 3
1y k) Tk o3kt 1
1+~ (k+1)

k 2
Damit liegen alle Extrempunkte der Schar auf dem Graphen zu g.
Da immer %;ﬁ 0 ist, gibt es keinen Extrempunkt mit x-Koordinate null, aber 1
(0 /0) ist ein Punkt des Graphen zu g.
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(c) | Die Schnittpunkte des Graphen zu g mit den Koordinatenachsen sind 1

N1«(O/0)undNy(3/0).

2
, x“+2x-3
Die erste Ableitung ist g'(x) = —% X
(x+1)
die zweite Ableitung ist g”(x) = — .
Notwendig fur einen Extrempunkt bei xg ist fu(xg) = 0.
x? +2x -3
Die Gleichung ———————=0 hat die Lésungen x=-3 und x=1. 2
(x+1)

Wegen g”’(—3) > 0O ist bei x =— 3 ein Tiefpunkt T. Esist T(=3/9).

Wegen g”(1) < 0 ist bei x = 1 ein Hochpunkt H. Es ist H(1/1). 2

Da die notwendige Bedingung fur Wendepunkte auf die Gleichung

- (1+8 )3 =0 fuhrt, die aber keine Lésung hat, hat der Graph von g keine | 1

X

Wendepunkte.

d)
o 1 2
Die Punkte (0/0): (3/0): B3/ 2X=3) Ad 0/ 3_ ] bilden ein 2
L k+1 ) ( k+1)
1({9%-3 3 27k
Trapez mit dem Flacheninhalt Ayrape; = — +——|3= . 5
20 k+1  k+1 2(k+1)
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Der Inhalt der Flache unter dem Graphen zu f, errechnet sich durch

3

Ar = [fie(x) dx = kg kl' Damit bestimmt man den Inhalt der Teilflache
+
0
. _ _ 9k
oberhalb des Graphen zu fy mit Agpen = Atrapez — Aw = m 2
Somit stehen die Inhalte der Teilflachen im Verhéltnis 2 : 1. 1
(e)

. —(-x)? +3]- x| )

Es gilt h(-x) = =h(x) furalle x € IR.
1+ |— x| X

Also ist der dazugehdorige Graph achsensymmetrisch zur Werteachse.

Die Funktion h hat anscheinend an der Stelle x, = 0 eine Spitze. Die
Ableitung der Funktion h kann jeweils halbseitig definiert werden :

» g'(x), fur x>0 ] e Bereich dor S . 3
xX)= —g’(x),fUrx<O'( er negative Bereich wegen der Symmetrie)

der linksseitige Grenzwert des Differenzenquotienten ist fir x — 0 genau
- 0'(0) = -3, der rechtsseitige Grenzwert ist g'(0) = 3, also ist h” an der
Stelle x = 0 nicht definiert.

5

4

3

Summe 12(15| 3
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Aufgabe 2

Das Luftbild zeigt ein Rapsfeld im Kreis Plon.

Im Bild ist eine StraBe als helle, schmale Linie erkennbar, die die nordliche
Grenze des Rapsfeldes bildet. Die Gitterquadrate sind in der Realitdt 50 m lang
und breit.

a) Die StraBe wird in drei Abschnitte unterteilt: Der erste Abschnitt
verlauft vom linken Bildrand bis zum noérdlichen Punkt A, der zweite
von A zum sudlicheren Punkt B und der dritte von B bis zum
rechten Bildrand.

Bestimmen Sie eine abschnittsweise definierte Funktion, deren (8 P)
Graph den Verlauf der StraBe maoglichst genau wiedergibt. Wahlen

Sie flur jeden Abschnitt ganzrationale Funktionen dritten Grades,

sodass die Graphen der Funktionen, die fur benachbarte Abschnitte
definiert sind, sich an den Abschnittsgrenzen ohne Knicke

aneinander anschlieBen.

b) Fur die mathematische Beschreibung des Mittelabschnitts zwischen
A und B bietet sich auch eine trigonometrische Funktion an.
Bestimmen Sie deren Gleichung. (6 P)

(Eine Losung ist auch durch Probieren und zusatzliche Erlauterung
maoglich.)
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Unabhangig von Ihren Ergebnissen aus dem Aufgabenteil a) arbeiten Sie bitte in
den folgenden Teilaufgaben mit den Funktionen fy, f;, f3 mit

f,(x) =0,1375x° —0,9875x* + 2,3x+ 2,05 fur xe[0;2],
f,(x) =0,0960%° —1,0294x” + 2,9658x+1,2181  fur xe[2;515],
f,(X) =—0,1421x° + 2,5906x* —15,3728x + 32,1773 fur xe [515;7],

wobei das Koordinatensystem so gewahlt ist, dass der Ursprung in der unteren
linken Bildecke liegt und eine Langeneinheit 50 m entspricht.

c) Aus der Ernte eines Rapsfeldes von einem Hektar Flache kann man
1500 Liter Biodiesel erzeugen. Berechnen Sie die Dieselmenge, die (4 P)
man von dem im Bild sichtbaren Feld erwarten kann.

d) Da die Stral3e relativ nahe am Seeufer verlauft, soll der Untergrund
besser befestigt werden. Pro m Stral3enlange rechnet man mit
4000 € Kosten. Berechnen Sie die Gesamtkosten der
StraRenbefestigung.

Hinweis: Die Lange eines Graphenabschnitts (die Bogenlange) einer (4 P)

b
Funktion f in den Grenzen von a bis b ist durch J 1+(f/(x))*dx

a

gegeben.

e) In der Kurve im oberen linken Quadrat soll nach mehreren
Unfallen eine Geschwindigkeitsbegrenzung eingefuhrt werden.
Durch die zulassige Hochstgeschwindigkeit soll dabei héchstens

. . . m .
eine Radialbeschleunigung von 2 —- auftreten. Die
S

Radialbeschleunigung errechnet sich aus dem Quadrat der

Geschwindigkeit (in m) dividiert durch den Krimmungsradius @ P
S

(in m). Der Krummungsradius r(x) eines Graphen an der Stelle x

wird durch r(x) = %W|

~ berechnet. Entsprechende
(3

Verkehrsschilder stehen in 10 kTm - Sprungen zur Verfugung.

Entscheiden Sie, welches Verkehrsschild aufgestellt werden muss.
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Erwartete Leistung

Bewertung

Ich wahle als Ursprung des Koordinatensystems die linke untere Ecke
des Bildes. Ferner sei eine Langeneinheit durch den Abstand
benachbarter Gitterlinien definiert.

Die drei gesuchten ganzrationalen Funktionen dritten Grades lassen
sich durch Funktionsgleichungen der Form

f.(x)=ax®+bx® +cx+d, f,(x)=ex’+ fx*+gx+h
sowie f,(X)=rx>+sx®+tx+ubeschreiben.
Jeder Funktionsterm enthalt vier Parameter. Um diese zu bestimmen

sind jeweils vier Gleichungen (Bedingungen) aufzustellen.
Ein Beispielansatz:

Der erste StraBenabschnitt soll durch den Graphen von f, angenahert

werden: Die Stralte kommt etwa bei S(0/2,05) ins Bild.

Ferner verlauft der Graph durch den Punkt P(1/3,5) und den Hochpunkt
A(2/3,8), an dem die erste Ableitung gleich Null sein muss.

Somit ist fur die erste Funktion f; zu fordern:

f,(0)=205 f,()=35 f(2=38 f, (2)=0.
Durch Lésen des Gleichungssystems mit dem Rechner ergibt sich
a:E, b=—7—9 , c:§ und d :ﬂ.
80 80 10 20
Damit lautet f,:  f,(X) =0,1375x® —0,9875x* + 2,3x + 2,05.

Fir den nachsten Abschnitt fordere ich fur f, die Eigenschaften
f2(2) = 3,8;f2(5,15) = 2,3;f 2(2) = 0; f 2(5,15) = 0, da der Graph durch
den Tiefpunkt B(5,15/2,3) verlauft.

Fir den letzten Abschnitt wird f; mit

f,(515) =23, f,(7)=275, f, (515)=0, f, (7) =0gewahlt, daich als

Punkt des Graphen am rechten Bildrand T(7/2,75) ablese und der
Graph dort eine waagerechte Tangente zu haben scheint.

Der Rechner liefert die Lésungen
f,(x) =0,0960x> —1,0294x* + 2,9658x +1,2181 und

f,(x) =—0,1421x> + 2,5906x* —15,3728x + 32,1773.

Da die Punkte aus der Graphik nur grob entnommen werden konnten,
ist es statthaft, die Parameter adaquat zu runden.
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b) | Mathematische Losung:
Der Mittelabschnitt 1asst sich durch einen um 2 Einheiten nach rechts

verschobenen, 1

auf % der normalen HOohe gestauchten 1

und um 3,05 LE nach oben verschobenen cos — Graphen darstellen. 1

Das Intervall zwischen 0 und 1T wird auf die Lange von 2 bis 5,15

gebracht, braucht also nicht verandert zu werden, da die Werte ja nur 1

angenahert ablesbar sind.

Daraus folgt g(x) =0,75cos(x —2)+3,05. 2

Alternative Losung durch Probieren mit CAS, z. B. im Graphik-Modus. (6)

c) | Die Funktionen f; f, und f; aus a) sind abschnittsweise zu integrieren.

Die Summe der Integralwerte gibt als MalRzahl den Inhalt der Flache an,
die vom zusammengesetzten Graphen und der x-Achse in den Grenzen | 1
von 0 bis 7 eingeschlossen ist.

515
jf(x)dx+jf (x)dx+jf (X) dx =20,92 2
515
1FE entsprlcht 2500m?. Folglich errechnen sich 20,92:2500 m? =
52300 m?= 5,23 ha und damit 5,23 -1500 | =7845 |. Man erzeugt etwa
7800 bis 7900 | Biodiesel. 1

d) Es sind abschnittsweise drei Bogenléngenintegrale zu berechnen.

j\/1+ £ () j\/1+ £ () \/1+ (£, (0f =83 3

515

Da 1 LE funfzig Meter entspricht, folgt fiir die Kosten 8,3 - 50 - 4000 € = 1
1660000 €.

e) m Vv
Aus 2— =—"folgt, dass die Radialbeschleunigung bei konstanter

g r
Geschwindigkeit maximal ist, wenn r minimal ist. Es ist also ein
absolutes Minimum der Funktion r zu bestimmen, wobei f = f; und 2

xe [0,5; 1] zu beachten ist. Wenn r(x) minimal ist, dann gilt r’(x) =0.

Der Rechner zeigt, dass die Gleichung r’(x) =0 im Intervall [0,5 ; 1]
keine Losung besitzt. 3

Daher sind hier die Intervallgrenzen 0,5 und 1 auf Randextrema zu
untersuchen. 1

Wegen r(0,5) = 3,33 und r(1) = 1,67 ist der Radius mit ca. 1,67LE = 83,4
m am Punkt B minimal.

Wegen v=+a 2— 83,4m =12, 9— ~ 46 SkT ist damit das
s?

40%-Schild flr die Geschwindigkeitsbegrenzung zu wahlen. 2

12 | 16| 3
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Aufgabe 3

Gegeben sind in einem kartesischen Koordinatensystem die Gerade g mit der

2 1
Gleichung ¢ :x=| 3 |+s:| 0| und die Gerade h durch die Punkte A(1]3]-1) und
0 1

B(3]|-1]3). E sei die Spiegelebene von A zu B.

a) Zeigen Sie, dass sich die Geraden g und h schneiden und
bestimmen Sie den Schnittwinkel. Ermitteln Sie die Gleichungen

der Kugeln, die die folgenden drei Bedingungen zugleich erfullen:
= die Mittelpunkte liegen auf der Geraden g,
» der Radius betragt 3 LE und
» die Ebene E ist Tangentialebene

[Kontrolle: E: X3 —2 %, + 2 x3=2].
(12 pP)

b) Die Gerade g und die Ebene E schneiden sich im Punkt D.
Bestimmen Sie den Abstand des Mittelpunktes der Strecke AD zur

Geraden h.
(8 P)

C) Gegeben ist die Ebenenschar Fy mit F, @ (K—1)x —2x, +kx; -k =0
und ke IR\{0}. Untersuchen Sie F, auf Schnittpunkte S;, S, und Sz
mit den Koordinatenachsen und diskutieren Sie eventuelle

Lagebesonderheiten.
5GP

d) Es ist bekannt, dass ein reelles k > 1 existiert, fur welches das
Volumen V der Pyramide 0S;S,S; mit den Punkten aus

Teilaufgabe ¢) minimal wird. Bestimmen Sie dieses k.

[Falls Sie in Teilaufgabe c) keine Punkte ermitteln konnten,

verwenden Sie alternativ

sl(g|o|oj ; sz(o‘ﬁ‘o} ss(0]0(2).

5P
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Zuordnung
Erwartete Leistung Bewertung
]
a) > 1
Es sind g und h gegeben durch g:x=| 3 |[+s:/ 0| und
0 1
1 2
h:x=| 3 |+t:|-4]. )
-1 4

Da A(1]3|-1) auf g liegt (fir S=-1), schneiden sich die Geraden g und h. 1

Fur den Schnittwinkel a zwischen g und h gilt

1) ( 2
0l|-4
1)\ 4 _[2+4 1

1
= = =42 =0=45°. 2
\/12+12-\/22+(—4)2+42 V72| V2 2

coso =

Bestimmung der Gleichungen fiir die Kugeln, welche die drei Bedingungen
erfullen

Gesucht sind alle Punkte auf g, die den Abstand 3 LE zur Ebene E haben.

Fir die Spiegelebene E von A zu B gilt: Der Vektor AB ist
Richtungsvektor der Gerade h (s.0.) und Normalenvektor der Ebene E

1
(also auch %HB =| —2 ) und der Mittelpunkt P der Strecke AB mit
2
2
OP =OA+ ENS =1 liegt in der Ebene.
2 1
2 1
Esfolgt E:|x—|1||-|-2|=0. 3
1 2

Unter Verwendung der Hesse’schen Normalform ergibt sich als
Abstandsansatz
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. Bewertung
Erwartete Leistung
[ 1|1
2 1 2 1 1)
3|+s|0|-|1||-—=-|—-2|=3
NG 1
0 1 1 2 )
(0 1 1
< 2 |+s|0 % -2|=3
i -1 1 2
1 2
@5-(—6+3s =3 s=5vs=-1

Durch Einsetzen der ermittelten Werte in den Geradenterm erhalt man

7 1
O—l\/l1 =| 3| und OT\/I; =| 3 | und somit fiir die gesuchten
5 -1
Kugelgleichungen
Al 1Y\]*
K;: x—|3|| =9 und K,: x—| 3| =9. 2
5 -1
b) | D wird berechnet durch Einsetzen des Geradenterms von g in die
Ebenengleichung von E:
2 1 2 1 0 1 1
3[+50|-|1||-|-2|=0&|| 2 |[+90]||-|-2|=0
0 1 1 2 -1 1 2
& —6+35=0s=2.
Das Einsetzen in die Geradengleichung ergibt D(4 | 3| 2). 2

Damit ist der Mittelpunkt der Strecke AD dann Map(2,5]13]0,5).

Die orthogonale Ebene E; zur Geraden h, die Map enthalt, ist gegeben
durch

25\] (1
E:x-| 3||-|-2|=0.
05)| | 2
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[ 1|1
Das Einsetzen des Geradenterms von h in die Normalenform von E; liefert
1+t 25 1 ]
die Gleichung || 3—-2t |—| 3 ||-| —2|=0. Daraus ergibt sich
-1+2t 0,5 2
—15+t+4t-3+4t=0 < 9t=45 c;tz%. )

Damit ist der Schnittpunkt F der Geraden h mit der Ebene E; F(1,5]2 | 0).

Fir den Abstand d des Punktes Map zum Punkt F folgt
25 15 1

=| 3|-|2]||=| 1 |=41+1+0,25=15.

0,5 0 0,5

d=[FM o

Schnittpunkte der Ebenenschar mit der

1.Koordinatenachse:
Ich setze x,, X3 = 0. Dann folgt

K K
k-1)x; -~k =0 x == Sl(k_l|o|oj.

Fur k = 1 existiert kein Schnittpunkt mit der x;-Achse, d.h. F; ist parallel
zur x;-Achse.

2. Koordinatenachse:
Ich setze x4, X3 = 0. Dann folgt

-2x, -k =0 xzz—gssz(o|ﬁ|oj.

3. Koordinatenachse:
Ich setze x;, x, =0. Dann folgt k x3 —k =0 & x3 =1 = 83(O|O|1).

Der Schnittpunkt mit der x;-Achse ist unabhangig von k.
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[ 1|1
d) | Gesucht ist der reelle Wert k > 1, fir den V(k) minimal ist.
Das Volumen einer Pyramide ist % ‘ (OSl X OSZ)~ 0831.
V(K) = % . ‘ (05, x0s;). oss‘
L 0 0 0 0
k-1 2
zi. 0 X_E .ozi. 0 .021._ K
6 2 6 k2 6 2(k—1)
0 0 1 - 1
2(k-1)
k2
T12k-12 2
Zur Uberpriifung der notwendigen Bedingung fir die Existenz von lokalen
Extrema verwende ich die 1. Ableitung von V.
. 2k-(12k —12)—k?>-12 12k*- 24k
\ (k) = 2 = 2
(12k -12) (12k -12)
Es folgt V'(k)=0, also 12k* — 24k = 0 und somit k =0v k = 2.
Da k > 1 sein muss, folgt k=2.
Weil nur ein k > 1 die notwendige Bedingung erflllt, muss bei k = 2 das 3
Volumen minimal sein.
121 15| 3
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Aufgabe 4

Ein Kirchturmdach besteht wie in der
nebenstehenden Abbildung dargestellt aus einem
Pyramidenstumpf mit quadratischer Grund- und
Deckflache, auf die eine gerade Pyramide
aufgesetzt ist. Als Eckpunkte sind die Punkte
A(0|0]19), B(6]|- 6]19), C(12]|0|19), D(6]|6]19),
F(6]- 4|23), G(10]|0|23) und S(6|0]27) bekannt. T5
(1 m entspricht einer Langeneinheit.)

X

a) Geben Sie die Koordinaten der Punkte E und H an!

Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E;, welche die
Dachflache FGS enthalt.

Welchen Winkel schlieBt die Ebene E, durch die Punkte B, C, G und
F mit der Ebene E; ein?

(Falls Sie keine Ebenengleichung fir die Ebene E; erhalten, nutzen
Sie E;: X3 - X2 + X3 = 33.) (10 P)

Zur Vorbereitung des Jubilaumskirchweihfestes diskutiert der Kirchenvorstand
mehrere auBergewohnliche Vorschlage. Ein Vorschlag sieht ein groBes
Dreieckssegel vor, das von der Kirchturmspitze bis zum Boden reichen und
direkt auf der Dreiecksflache FGS aufliegen soll.

b) Zur Befestigung des Dreieckssegels verlaufen Spannseile von S
Uber F bzw. von S Uber G gradlinig zum Boden.

= Berechnen Sie deren Verankerungspunkte Ve und Vg am
Boden. [Kontrolle Vg( 33 |1 0 | 0)]
= Berechnen Sie den Flacheninhalt der dreieckigen Segelflache
ViVeS. (7 P)

M08 _CAS-A4 H-A nur fur Lehrkrafte Seite 1 von 6



Ministerium fur Bildung und Frauen Schriftliche Abiturprifung
Schleswig-Holstein 2008
Leistungskurs Mathematik CAS
Thema: Analytische Geometrie

c) Vonder Ecke T(6 | —6 | 0) des Turmes direkt unterhalb von B am
Boden ausgehend soll ein Sicherungsdrahtseil zum Spannseil SVg
gespannt und dort senkrecht befestigt werden. Entscheiden Sie, ob
sich eine Strebe, die entlang der Geraden

9 1
g x =| =3 |+r| —1] verlauft, und das Sicherungsdrahtseil stéren

0 1
und bestimmen Sie ggf. den Abstand zwischen der Strebe und dem
Drahtseil. (9 P)

d) Auf der Grundflache ABCD des Kirchendaches befinden sich
Verankerungspunkte P, mit P,(6 | n | 19 ) und

ne {—5;—-4;...;4;5}. Von der Spitze des Kirchendaches S
soll ein Kabel zu einem der Verankerungspunkte P, gezogen
werden. Geben Sie eine Formel fur die Schar der Geraden g, an,

auf denen die Strecken ?S liegen.

Im Dach am Punkt L(6 | O | 26) ist ein Scheinwerfer montiert.

Geben Sie eine allgemeine Formel fur den Abstand von L zur
Geradenschar g, an. (4 P)
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Erwartete Leistung

Zuordnung
Bewertung

10-6 4
Esist FG = 0-(-4)|=|4|und ‘%‘:MZA'\E-
23-23 0
6 -6
DamitistO—E:a:+4\/§éﬁ: -4 +M 6 |, also
‘BA‘ 23 672 0
2
OE=| 0 |,d.h.EQ2/01/23).
23

2\ (4) (6
OH=OE+FG=| 0 |+|4|=| 4 |, also H(6 /4 23).
23) (0] |23

6 0 1
Aus der Ebene £, sx=|0 |+s -1|+# 0 , S, te IR (es wurden flr
27 -1 -1

SF und SG vereinfachte Spannvektoren benutzt) ergibt sich die
Koordinatenform der Ebene mit dem Normalenvektor

0 1 1
n=-1|x| 0 |=|-1| wiefolgt: £, x,—X,+x, =33.
-1) (-1 1

Fir die Berechnung des eingeschlossenen Winkels  gentgt es den
Normalenvektor von E, anzugeben (es werden wie oben vereinfachte
Vektoren benutzt).

2

n, = BCxJBF=

1 1 _2+2+1_ 5 . 4 ~1579°
VI+1+1-J4+4+41 343 343 SR

COS O, =
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b)
6 0
Fiir die Gerade durch Sund Fgilt SF . x=| 0 |+r| -1
27 -1

(Richtungsvektor vereinfacht.) Die xs-Komponente wird Null, wenn r = 27
ist, also ist der Verankerungspunkt Ve am Boden V(6 /—-27/0).

6 1
Fir die Gerade durch Sund Ggilt SG:x=| 0 |+7| 0
27 -1

(Richtungsvektor vereinfacht.) Die x3;-Komponente wird Null, wenn auch
r = 27 ist, also ist der Verankerungspunkt Vg am Boden Vg(33/0/0). 2

Der Flacheninhalt l1&sst sich zum Beispiel mithilfe des Kreuzproduktes
ermitteln.

A=% V. x SV, 1

0 27 277
1

= 27| x| 0 | = 2| =2 3 27
—27 —27 272

2
also A = % 3 = 631,33. Das beschriebene Segel hat einen

Flacheninhalt von 631,33 m?.

c) 6 1
Aus der Geraden SV, - x =| 0 |+r| O | ergibt sich eine zum
27 -1

6 1
Spannseil SV orthogonale Ebene durch T:  Er: | x—|—6[-| 0 |=0. 1
0 -1
Diese Ebene E; und die Gerade SV¢ schneiden sich in einem Punkt P.
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Berechnung von P:

6 1 6 1
O |+r{ 0 |-|-6]|'|0 |=0=r+0+27-r ) ~1)=0r=13,5 2
27 -1 0 -1

Es folgt: P(19,5] 0] 13,5).

Damit kann das Sicherungsseil durch die Gerade s mit der Gleichung

6 13,5
s: x=0OT +uTP =| -6 |+u| 6 |angegeben werden, oder mit
0 13,5
6 9
vereinfachtem Richtungsvektor s: x=|-6|+ul4|. 1
0 9

Zu untersuchen ist jetzt, ob sich Sicherungsseil und Strebe beeinflussen.
Zur Untersuchung der Geraden s und g werden die Geradenterme
gleichgesetzt:

6 9 9 1
-6 |+u| 4 |=| -3 |+r|—1|. Aus den ersten beiden Komponenten 1
0 9 0 1

erhalt man sofort 13 u =6, also v = % und damit r = % , aber die dritte

Gleichung ist dann nicht erflillt, also gibt es kein Paar (r ; u), das alle drei

Gleichungen erfullt. Die Geraden s und g sind windschief. 1
9 1 13
Wegen |4 |x| —1|=| O | kann der Abstand d durch
9 1 -13
9 6 1 3
d=||-3|-|-6]|] 0 |-— =— = 2,12 angegeben werden.
272 9e 2
0 0 -1
Da die Langeneinheit m ist, beeinflussen sich Strebe und Drahtseil nicht,
da der geringste Abstand Uber 2 m betragt. 1
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d)

6 6—-6 6 0
O|+rl n=0 |=| 0 |+r|l n
27 19-27 27 -8

Esgilt gn: X = relR

Abstand der Geraden vom Punkt L:
Die orthogonale Ebene E; zur den Geraden g, die L enthalten, ist

6)] (0
E,:[x—| O ||| n |=0.
26)| (-8

Einsetzen der Geradenterme von g, in die Normalenform von Ej liefert die

6 6 0

rn (= O[] n
27-8r 26 -8

8
n*+64

Gleichung = 0. Daraus ergibt sich

rn“+64r-8=0¢ r=

Damit sind die Schnittpunkte T, der Geraden g, mit der Ebene E;
8n 64

Tn (6 27— .

(6] n?+64 | n2+64)

Fur die Abstande d, des Punktes L zu den Punkten T, folgt:

6 0

B 64
n’+64

64

1_
n’®+64

6
8n 8n n’ In|
dn: > — 0 = > = > = 0,
n‘+64 26 n‘+64 n°+64 n’+64

12 |15 | 3
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Aufgabe 5

Rund um den HSV
Der Hamburger SV tragt

seine Heimspiele in der
57 000 Zuschauer
fassenden Arena im
Volkspark aus

(siehe Abb. 1).

In der ersten Reihe des
Blocks 3B (siehe Abb. 2)
befinden sich 31 Platze,

von denen im letzten

Saisonspiel 29 besetzt

werden.

Abb. 1: Arena des HSV

Abb. 2: Block 3B

a) Bestimmen Sie die Anzahl aller Méglichkeiten, wie sich die 29
Personen auf die 31 Platze verteilen kénnen.

Bestimmen Sie ferner die Anzahl aller Méglichkeiten, wie sich
die freien Platze verteilen kénnen. (4 P)

M08 CAS-A5 H-A nur fur Lehrkrafte Seite 1 von 7



Ministerium fur Bildung und Frauen Schriftliche Abiturprifung
Schleswig-Holstein 2008
Leistungskurs Mathematik CAS
Thema: Stochastik

b) Die Bundesligastatistik Uber viele Jahre weist aus, dass im Mittel
etwa 3 Tore pro Spiel (Spieldauer: 90 Minuten) fallen. Ein
Zuschauer verlasst wahrend der Spielzeit fir 3 Minuten seinen
Sitzplatz, um die Toilette aufzusuchen. Auf dem Weg Uberlegt er
sich, ob er bis zu seiner Ruckkehr ein Tor ,,verpasst” haben wird.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ausgerechnet in diesen

3 Minuten mindestens ein Tor fallt. Begrinden Sie Ihre Wahl einer
passenden Zufallsvariablen und ihrer Verteilung. Gehen Sie dabei
insbesondere kritisch auf den Modellcharakter Ihrer Wahl ein. (6 P)

c¢) Ein Busunternehmen aus Flensburg bietet den Transport zum
Stadion an. Es verfugt Uber zwei Busse mit insgesamt 92 Platzen.
Man kann einen Busplatz telefonisch oder per Internet buchen,
aber erst beim Fahrtantritt zahlen. Der Andrang bei Fu3ballspielen
ist erfahrungsgemalf grol3, und das Angebot ist stets ausgebucht.
Allerdings werden im Mittel nur 89 % der gebuchten Platze
tatsachlich wahrgenommen. Wegen der zu erwartenden Absagen
von gebuchten Fahrten nimmt das Unternehmen deshalb 101
Platze — also mehr als vorhanden — zur Buchung an.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei Fahrtantritt mehr
als 92 Fahrgaste erscheinen und damit Personen mit gebuchten
Platzen abgewiesen werden mussen.

Bestimmen Sie die Maximalzahl der Buchungen, die der

Unternehmer zulassen kann, so dass er mit einer

Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % keine Beschwerden

wegen Uberbuchungen erhalt. (12 P)

d) Das Busunternehmen will erreichen, dass der Anteil der Absagen
sinkt. Deshalb &ndert es seine Vertragsbedingungen dahingehend,
dass schon gleich bei der Buchung eine Anzahlung von 5 € zu
zahlen ist, die bei Nichterscheinen nicht zurtickgezahlt wird.
Wahrend der ndchsten 1000 Buchungen soll untersucht werden, ob
die neue Regelung zu einer Senkung der Absagerquote fuhrt.
Leiten Sie dazu eine Entscheidungsregel her. Gehen Sie dabei von
einem Signifikanzniveau von 5% aus. (8 P)
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Gausssche Integralfunktion @ (z) = Jz @(x) dx

—00
z D(-2) D(z) z P(-z) P(z) z D(-z) P(z) z ®(-z) D(z)
0, 0, . 0, 0, 0. (. {0,

0,01 4460 S040 0,76 2236 7764 1.51 0655 0345 226 0119 9881
0,02 4920 S0O80 0,77 2206 7794 1.52 0643 9357 227 0116 9884
0,03 4880 5120 0,78 2177 7823 1.53 0630 9370 2,28 0113 9887
004 4540 5160 0,79 2148 7852 1.54 0618 9382 2,29 o110 G590
0,05 4801 5199 0.80 2119 7881 1,55 D6l6 9394 2,30 0107 9893
0,06 4761 5239 0,81 2000 7910 1,56 0394 9406 231 0104 9596
0,07 4721 5279 0,82 2061 7939 1.57 582 9418 232 0102 9R98
0,08 4681 5319 0,83 2033 7967 1.58 0571 9429 233 0099 9901
0,09 4641 5359 0,84 2005 7995 1.59 0559 9441 234 0096 9904
0,10 4602 5398 0,85 1977 8023 1,60 0548 9452 235 0094 9906
0,11 4562 5438 0.86 1949 8051 1.61 0537 9463 2,36 0091 G909
0,12 4522 5478 087 1922 8078 1.62 0526 9474 2,37 0089 991l
0.13 4483 5517 0,88 1894 8106 1.63 0516 9484 238 0087 9913
0,14 4443 5557 0.89 1867 8133 1,64 0505 9495 239 D084 9916
0,15 ERTIES 5596 0.90 1841 8159 1.65 0495 9505 2,40 0082 9918
0,16 4364 5636 091 1814 8186 1.66 0485 9515 241 OOS0 9920
0,17 4325 5675 0,92 1788 8212 1.67 475 9525 242 0078 9922
0,18 4286 5714 093 1762 8238 1.68 0465 9535 243 0075 9925
0,19 4247 5753 0.94 1736 8264 1.69 455 9545 244 0073 9927
0,20 4207 5793 0,95 1711 8289 1,70 446 9554 245 0071 9929
021 4168 5832 0.96 1685 8315 1,71 0436 9564 246 0069 993l
022 4129 58T 097 1660 8340 1,72 0427 Y573 247 D068 9932
0,23 4090 5910 098 1635 8365 1.73 0418 9582 248 0066 9934
0,24 4052 5945 0,99 1611 K389 1.74 (409 9591 249 0064 9936
0,25 4013 5987 100 1587 8413 1.75 401 9599 2,50 0062 9938
0,26 3974 6026 1.0 1562 8438 1,76 0392 9608 2,51 0060 9940
027 3936 664 1.02 1539 8461 1.77 0384 9616 252 0059 9941
0,28 3897 6103 1,03 1515 8485 1,78 0375 9625 253 0057 9943
029 3859 6141 104 1492 8508 1,79 0367 9633 254 0055 9945
0,30 3821 6179 105 1469 8531 1.80 0359 9641 2,55 0054 9946
0,31 3783 6217 1.06 1446 8554 1.81 0351 9649 2.56 0052 9948
0,32 3745 6255 1,07 1423 8577 1,82 0344 G656 257 0051 Y949
0,33 3707 6293 1,08 1401 8599 1,83 0336 D664 2,58 0049 9951
0,34 3669 6331 1.09 1379 8621 1.84 0329 9671 259 0045 9952
035 3632 6368 1.10 1357 8643 1.85 0322 Y9678 2,60 0047 9953
0.36 3594 6406 1,11 1335 8665 1.86 0314 D686 261 0045 9955
0,37 3557 6443 1,12 1314 8686 1.87 0307 9693 2,62 0044 9956
0,38 3520 6480 1,13 1292 8708 1.88 03m 9699 263 0043 9957
0,39 3483 63517 1,14 1271 8729 1,89 0294 y706 264 41 9959
0,40 3446 6554 1,15 1251 R749 1,90 0287 9713 2,65 0040 L]
0,41 3400 6591 1.16 1230 8770 1.91 0281 9719 2,66 0039 9961
0,42 3372 6628 1,17 1210 8790 1.92 0274 9726 267 0038 9962
0,43 3336 6664 1,18 1190 8810 1.93 0268 9732 2,68 0037 9963
044 3300 6700 1,19 1170 8830 1.94 01262 9738 2,69 0036 9964
045 3264 6736 1,20 1151 BR49 1.95 0256 9744 2,70 0035 9965
0,46 3228 6772 1,21 1131 8869 1.96 0250 9750 271 0034 9966
047 392 6805 1,22 1112 K84 197 0244 9756 27 0033 9967
048 3156 6844 1,23 1093 8907 198 0239 9761 273 0032 9968
0,49 3121 6879 1,24 1075 8925 1,99 0233 9767 2,74 0031 D969
0,50 3085 6915 1,25 1056 8944 2,00 0228 9772 2,75 0030 Qa7
0.51 3050 6950 1.26 1038 8962 2,01 0222 9778 276 0029 9971
0,52 3015 H9RS5 127 1020 8980 2,02 0217 9783 277 0028 9972
0,53 2981 7019 1,28 1003 8997 203 0212 9788 2,78 0027 9973
0,54 2946 7054 129 09835 90135 204 0207 9793 2,79 0026 9974
0,55 2912 7088 1,30 (1968 9032 205 0202 9798 2,80 0026 9974
0.56 2877 7123 1,31 0951 9049 2,06 [y 9803 281 0025 9975
0,57 2843 757 1,32 0934 9066 207 0192 9808 282 0024 9976
0,58 2810 7190 133 (0918 9082 2,08 0188 9812 2,83 0023 9977
0,59 2776 7224 1.34 0901 90499 209 0183 9817 284 0023 w977
0,60 2743 7257 135 U885 9115 2,10 0179 9821 285 0022 9978
0,61 2709 7291 1.36 0869 9131 211 0174 9826 2,86 0021 9979
0,62 2676 7324 1,37 0853 9147 212 0170 9830 2.87 0021 9979
0.63 2643 7357 1.38 (0838 9162 2,13 0166 9834 288 0020 G980
0,64 2611 7389 1,39 0823 9177 2,14 0162 9838 289 0019 9981
0,65 2578 7422 140 0808 9192 215 0158 9842 290 0019 9UR1
0,66 2546 7454 141 0793 9207 2,16 0154 Ysdh 291 0018 9982
0,67 2514 7486 142 0778 9222 2,17 0150 9850 292 0018 9952
0,68 2483 7517 143 0764 9236 2,18 0146 9854 293 0017 9983
0,69 2451 7549 144 0749 9251 2,19 0143 9857 294 [T Jo84
0,70 2420 T580 145 0735 9265 2,20 0139 9861 295 0016 Y984
0,71 2389 7611 1,46 0721 9279 221 0136 9864 2.96 0015 9985
0,72 2358 7642 147 0708 9292 22 0132 9868 297 0015 9985
0,73 2327 7673 1,48 0694 9306 223 0129 9871 298 0014 9986
0,74 2296 T704 149 0681 9319 224 0125 Y875 299 0014 Y986
0,75 2266 T734 1.50 0668 9332 225 0122 9878 300 0013 9987
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Zuordnung
Erwartete Leistung Bewertung
| I 1
a) Die zuerst ankommende Person hat 31 Plidtze zur Auswabhl, die zweite 30, usw.
und die letzte schlieBlich noch 3.
1! . .
Das ergibt 31-30-...-3 = 32—' ~4,11-10% Moglichkeiten. )
Da man bei den freien Pldtzen die Reihenfolge nicht beriicksichtigen kann, gibt
31
es ( 5 j =465 Moglichkeiten fiir die freien Plétze. 5
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Zuordnung
Erwartete Leistung Bewertung
I | 11 | I
b) | Es werden im Folgenden zwei mogliche Losungswege angegeben:
1. Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Tor in einer Zeitspanne
. . . U O .
von einer Minute féllt, bei 3 Toren pro Spiel %mt. Wenn man annimmt,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Torschuss in jeder der drei Minuten
gleich bleibt und nicht mehr als ein Tor pro Minute fallen kann (darf), dann
ist die Zufallsvariable X, die die moglichen Anzahlen der in einem Spiel
fallenden Tore beschreibt, binomialverteilt mit den Parameter n = 3 und 2
1
30°
29}
Dann gilt P(X >21)=1-P(X =0)=1 —[%j =~1-0,9033 = 0,0967. 1

Sicher ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Torschuss nicht in jeder Minute
gleich, denn

- fihrende Mannschaften konnen schon einmal einen Gang herausnehmen;
- gegen Spielende kann die Kondition nachlassen;
- die Konzentration der Verteidigung kann nachlassen;

- eine Mannschaft kann sich schon mit einem Spielergebnis zufrieden
gegeben haben;

- oder eine Mannschaft kann unter dem Zeitdruck besonders offensiv spielen.

(*Hinweis zur Bewertung: Fur jedes Argument, in dem kritisch auf den
Modellcharakter eingegangen wird, sollte ein Punkt gegeben werden, 3*
hochstens jedoch drei Punkte.)

2. Ein Tor ist ein relativ seltenes Ereignis. Nimmt man an, dass in gleichlangen
Spielzeitintervallen die Wahrscheinlichkeit fiir das Fallen eines Tores
konstant ist, und dass auch in sehr kurz aufeinander folgenden Zeitintervallen
Tore moglich sind, dann kann man die Zufallsvariable X, die die moglichen
Anzahlen der in einem Spiel fallenden Tore beschreibt, als Poisson-verteilt

mit dem Parameter y =3 L = L ansehen. 2)
30 10

Dann gilt Py, (X 21)=1-P,,(X =0)=1-e™' =0,0952.

Begriindungen wie unter 1. Hier wire auch ein Eingehen auf die moglichen (D
Werte von X, also 0, 1, 2, ... denkbar. X lie3e also auch eine iiber alle .
Grenzen wachsende Anzahl von Toren innerhalb von drei Minuten zu. (3%)
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I |1

Es kennzeichne die Zufallsvariable Y die mdglichen Anzahlen der 101
Personen, die tatsdchlich an der Fahrt teilnehmen wollen. Y ist
binomialverteilt mit den Parameters n = 101 und p = 0,89.

Wegen np(1-p)=101-0,89-0,11=9,8879 >9 (Laplace-Bedingung) kann
man Y ndherungsweise als normalverteilt ansehen. Es gilt

92,5 -89,89

/19,8879

P(Y>92)=1—P(YS92)z1—d{ ]:1—@(0,8300)

=1-0,7967 = 20,3%
Die Zufallsvariable Y ist jetzt binomialverteilt mit den Parametern n und
p = 0,89, wobei n so zu bestimmen ist, dass P(Y £92) > 0,95 gilt.

Da n mindestens 92 betragen muss, gilt die Laplace-Bedingung, denn
n-0,89-0,11=92-0,89-0,11=9,0068 >9.
92,5-0,89-n

JJ0,89-0,11-n

Somit folgt P(Y <92) = (I)[ j 20,95 und damit

92,5-0,89-n
10,89-0,11-n
Mit der Substitution X=+/n und Rundungen auf vier Dezimalen folgt
92,5-0,89x> >0,5147x, also X* +0,5783x—103,9326 < 0.
Mit der quadratischen Ergénzung erhilt man die Ungleichung

(x+ 0,2892)2 <103,9326+0,0836 =104,0162 und damit
|X+0,2892] < /104,0162 = 10,1988, also

-10,1988 < x +0,2892 < 10,1988, woraus

—10,488 < +/n <9,9096 folgt.

Da +/n nicht negativ ist, folgt N < 98,2 . Man darf also hochstens 98

Buchungen vornehmen, damit mit mindestens 95 %iger Wahrscheinlichkeit
keine Beschwerden wegen der Uberbuchungen kommen.

>1,645.
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I | I

d)

Die Testvariable T beschreibt die moglichen Anzahlen von Absagen. Wenn man
annimmt, dass alle Bucher unabhéngig voneinander buchen, also z. B. keine
Gruppen (Familien, Fanclubs, ...) geschlossen buchen bzw. geschlossen
absagen, dann kann man T als binomialverteilt mit den Parametern n = 1000 und
p annehmen.

Wenn man iiberpriifen will, ob die Absagerquote durch den Anzahlungszwang
gesenkt wurde, muss man annehmen, dass die Regelung nichts oder das
Gegenteil bewirkt hat. Die Nullhypothese lautet damit Hy: p=0,11.

Man wird die Hypothese ablehnen, wenn die Zahl der Absagen relativ klein ist,
also in einem Intervall [0; c] liegt.

Wegen 1000- p-(1- p)=1000-0,11-0,89=97,9 29 ist T ndherungsweise
normalverteilt mit p =110 und 0 =4/97,9 .

Aufgrund der Wahl des Signifikanzniveaus 5 % gilt

PT<C)<® c+0,5-110
4/1000-0,11-0,89

q{ 110-c—0,5

4/1000-0,11-0,89

110-c-0,5

4/1000-0,11-0,89
€<109,5-1,645-4/1000-0,11-0,89 =93,224, also c< 93 folgt. Der
Ablehnungsbereich lautet [0; 93]. Wenn also unter 1000 Buchungen hochstens
93 Absagen auftreten, kann man von einem Erfolg der MaBnahme sprechen, da
nur mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens 5 % so wenige Absagen
vorkommen, wenn die Maflnahme nicht gegriffen hétte.

J <0,05und damit

] = 0,95.Dem Tafelwerk entnimmt man

>1,645 , woraus

12 15| 3
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Aufgabe 6

Falschparker

Nach Angabe des Berliner Senates betragt der Anteil der Falschparker (also
Autos ohne Parkschein) gemal einer Studie aus dem Frihjahr 15%. (Das
Parkverhalten eines Einzelnen wird durch die Anderen nicht beeinflusst.)

a) Zwei Berliner Politessen Uberprifen zunéachst den Parkplatz
~Kudamm-Karree“ mit genau 34 Autos, dann den Parkplatz
.Kurfurstendamm® mit 48 Autos.

= Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit daflir, dass die Politessen
auf beiden Parkplatzen zusammen mindestens vier Falschparker
aufschreiben.

» Geben Sie an, mit wie vielen Falschparkern die Politessen auf
beiden Parkplatzen zusammen rechnen kdnnen. (4 P)

b) Die Senatsverwaltung mochte eine Stichprobe von Uberpriften
Autos untersuchen.

» Bestimmen Sie flr eine Stichprobe von 500 Autos den
kleinstmdglichen, zum Erwartungswert symmetrischen Bereich,
in dem die Zahl der Falschparker mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 80% liegt.

» Berechnen Sie, wie viele parkende Autos man Uberprifen muss,
um mit einer Wahrscheinlichkeit von tber 99 % mindestens
einen Falschparker zu erwischen. (8 P)
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c) Es gibt nicht Gberall und jederzeit Politessen. Deswegen kann man
davon ausgehen, dass nur etwa 10% von allen Falschparkern durch
Kontrollen von Politessen gefunden werden. Etwa die Halfte davon
kehrt nach wenigen Minuten zum Wagen zuruick und trifft dort die
Politessen noch an. Da sich Berlin als autofahrerfreundliche Stadt
prasentieren will, hat der Senat zunachst beschlossen, dass diese
Personen nur mundlich verwarnt werden, aber die normale
Parkgebuhr von 1 € pro Stunde nachbezahlen mussen. Die andere
Halfte muss ein Bu3geld von 15 € bezahlen.

Ein Senatsbeamter kommt in einem Aktenvermerk aufgrund der
angegebenen Daten zu dem Schluss, dass die Stadt mit jedem
Falschparker einen Verlust von 0,20 € macht. Er schlagt deswegen
eine Erhéhung des Bul3geldes auf 19 € vor.

Auf Nachfrage erklart der Beamte, er sei zu seinem Ergebnis wie
folgt gekommen:

90 % der Falschparker werden nicht erwischt, jeder von diesen
bringt 1 € Verlust. Von den restlichen 10 % bringt die Halfte
keinen Verlust und die andere Halfte eigentlich ja nur 14 €
Mehreinnahmen.

= Beurteilen Sie seine Rechnung.

= Untersuchen Sie den Vorschlag des Beamten auf Erhdhung des
BuRgeldes. (7 P)

d) Der Senat entschloss sich letztendlich zu einer drastischen
Erhdhung der Parkgebuhren. Im Gegensatz zum Senat beflirchten
die Medien, dass (deswegen) der Anteil der Falschparker deutlich
angestiegen sein konnte.

*» Leiten Sie ein Testverfahren fur eine Kontrolle von 2400
Fahrzeugen her, mit dem man die Beflurchtungen der Medien
untersuchen kann. Geben Sie dazu Entscheidungsregeln bei
einem Signifikanzniveau von 5 % an.

Eine unabhangige und verlassliche Studie nach der
Gebuhrenerhebung im Sommer ergab, dass der Falschparkeranteil
nunmehr bei mindestens 18 % liegt.

= Bestimmen Sie den kleinstmoglichen Bereich fur die
Wabhrscheinlichkeit, dass sich der Senat trotzdem in seiner
Ansicht bestéatigt fuhlt, wenn man obigen Test durchfuhrt. (11 P)

MO8_CAS-A6_H-A nur fur Lehrkrafte Seite 2 von 6



Ministerium fur Bildung und Frauen
Schleswig-Holstein

Schriftliche Abiturprifung

Leistungskurs Mathematik CAS

Thema: Stochastik

2008

Gausssche Integralfunktion ®(z) = | @(x) dx

¥ D(-z) Pz) ;- P(-z) ®(z) z ®(-z) @(z) z ®(-z) @(z)
0, 0, 0, 0, 0, 0. 0, 0,

0,01 4960 5040 0,76 2236 7764 1,51 0655 9345 226 0119 881
0,02 4920 5080 0,77 2206 7794 1,52 643 9357 227 0116 US4
0,03 4580 5120 0,78 2177 7823 1.53 (630 9370 228 0113 9887
0,04 4540 5160 0,79 2148 7852 1.54 0618 9382 2,29 0110 9890
0.05 4801 5199 0,80 2119 7881 1,55 0606 9394 230 007 9893
0,06 4761 5239 0,81 20000 7910 1,56 0594 9406 231 0104 9896
0,07 4721 5279 0,82 2061 7939 1,57 0582 9418 232 012 YRYR
0,08 4681 5319 0,83 2033 7967 1.58 0571 9429 233 00899 9901
0,09 4641 5359 0,84 2005 7995 1.59 0559 9441 234 0086 G904
0,10 4602 5398 0,85 1977 8023 1,60 0548 9452 235 0094 9906
0,11 4562 5438 0,86 1949 8051 1,61 0537 9463 2.36 0091 9N
0,12 4522 5478 0,87 1922 8078 1,62 0526 9474 237 (089 9911
013 4483 5517 0,88 1894 Bl06 1.63 0516 9454 2,38 0087 9913
0.14 4443 5557 (.89 1867 8133 1.64 0505 9495 239 (84 9916
015 4404 5596 0,90 1841 8159 1,65 (495 9505 240 0082 9918
0,16 4364 5636 091 1814 B186 1.66 (485 9515 241 0080 9920
0,17 4325 5675 0,92 1788 8212 1.67 (475 9525 242 0078 9922
0,18 4286 5714 0,93 1762 8238 1.68 (0465 9535 243 0075 9925
019 4247 5753 0,94 1736 B264 1,69 (455 9545 244 073 9927
0,20 4207 5793 0,95 1711 B28Y 1,70 0446 9554 245 0071 9929
021 4168 5832 0,96 1685 "315 1,71 0436 9564 246 0069 9931
0,22 4129 5871 0,97 1660 8340 1,72 0427 9573 247 0068 9932
0.23 4080 5910 098 1635 8365 1,73 418 9582 248 (066 9934
0.24 4052 5948 0,99 1611 B389 1,74 0409 9591 249 0064 9936
0,25 4013 5987 1.00 1587 8413 1,75 (401 9599 2,50 0062 9938
0,26 3974 6026 1,01 1562 B438 1.76 0392 9608 251 0060 9940
0,27 3936 6064 1,02 1539 8461 1,77 0354 9616 2.52 0059 9941
028 3897 6103 1.03 1515 R485 1,78 0375 9625 253 0057 9943
029 3859 6141 1.04 1492 8508 1,79 0367 9633 2.54 0055 9945
0.30 3821 6179 1.05 1469 8531 1.80 0359 9641 2,55 0054 9946
0,31 3783 6217 1,06 1446 #3554 1.81 0351 9649 2.56 0052 GU4R
0,32 3745 6255 107 1423 B5T7 1,82 0344 9656 2,57 0051 9949
033 3707 6293 1,08 1401 R399 1,83 0336 D664 258 0049 9951
0,34 3669 6331 1.09 1379 8621 1.54 0329 9671 259 (48 9952
0,35 3632 6368 1,10 1357 8643 1.85 0322 96TR 2.60 0047 9953
0.36 3594 6406 1.11 1335 8665 1.86 0314 9686 2,61 0045 9955
0,37 3557 6443 1,12 1314 BHEO 1.87 0307 9693 2.62 0044 9956
038 3520 6480 1,13 1292 8708 1.88 0301 G694 263 0043 9957
0,39 3483 6517 1,14 121 8729 1.89 0294 9706 264 0041 9959
0,40 3446 6554 1,15 1251 B749 1.90 0287 9713 2,65 0040 9960
041 3409 6391 1,16 1230 BIT0 1,91 0281 9719 2,66 0039 9961
0,42 3372 H628 1.17 1210 R790 1,92 0274 9726 2.67 0038 9962
0,43 3336 Hh64 1,18 11940 "810 1.93 0268 9732 268 0037 9963
0,44 3300 6700 1,19 1170 8830 1.94 0262 9738 269 (136 9964
045 3264 6736 1,20 1151 8849 195 0256 9744 270 0035 9965
0.46 3228 6772 121 1131 BR6Y 1.96 0250 9750 27 0034 9966
047 3192 6808 122 1112 RRR8 1.97 0244 9756 2,72 0033 9967
0,48 3156 6544 123 1093 BOOT 1.98 0239 9761 273 0032 9968
049 3121 6879 124 1075 8925 1,99 (1233 9767 2,74 0031 QU649
0.50 3085 6915 125 1056 8944 2,00 0228 9772 275 0030 G970
051 3050 6950 1,26 1038 8962 20 0222 9778 2,76 0029 9971
0,52 s 6985 127 1020 HO80 2,02 0217 9783 2,77 0028 9972
0,53 2981 7019 1.28 1003 8997 2,03 0212 9788 2,78 0027 9973
0,54 2946 7054 1,29 0985 9015 2 0207 9793 2,79 0026 9974
0,55 2912 TO88 1,30 0968 9032 205 0202 9798 2,80 0026 9974
0,56 2877 7123 131 0951 9049 2,06 0197 9803 281 0025 9975
0,57 2843 7157 132 0934 9066 207 0192 9808 2,82 0024 9976
0,58 2810 7190 133 0918 Q082 2,08 0188 9812 2,83 0023 9977
0,59 2776 7224 1,34 0901 Q099 209 0183 9817 284 0023 9977
0,60 2743 7257 1,35 (8835 9115 2,10 0179 9821 2,85 0022 Y978
0.61 2709 7291 1.36 0869 9131 2,11 0174 9826 2,86 0021 9979
0,62 2676 7324 137 0853 9147 2,12 0170 9830 2,87 0021 9979
0,63 2643 7357 1,38 0838 9162 2,13 0166 9834 2,88 0020 SIS0
0,64 2611 7389 139 0823 o177 2,14 0162 9838 289 19 9981
0,65 2578 7422 1.40 0808 9192 2,15 0158 9842 2,90 0019 9981
0,66 2546 7454 141 0793 9207 2,16 0154 9846 291 0018 Qus2
0,67 2514 7486 142 0778 9222 2,17 0150 9850 292 0018 YOR2
0,68 2483 7517 143 0764 9236 2,18 01146 9854 2,93 0017 9983
0,69 2451 7549 144 0749 9251 2,19 0143 9857 2.94 6 GUsd
0,70 2420 T580 145 0735 9265 220 0139 861 295 0016 GOR4
0,71 2389 7611 146 0721 9279 221 0136 9864 296 0015 9985
0,72 2358 7642 147 0708 9292 2,22 0132 9868 297 o013 9985
0,73 2327 7673 1,48 0694 9306 223 0129 9871 298 0014 GUR6
0,74 2296 7704 149 0681 9319 224 0125 9875 299 014 YusH
0,75 2266 7734 1,50 0668 9332 225 0122 9878 3,00 0013 Y987
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) X beschreibt die Anzahl der Falschparker.

X ist binomialverteilt mit n = 82 und p = 0,15; also Bgy.q 15-Verteilt.
PX>24)=1-PX<3)= 1-PX=0)-PX=1)-P(X=2)—P(X =3)
~ 1—0,0000016 — 0,000024 — 0,000169 — 0,000794 ~ 0,999011
(0,999013 bei nicht gerundeten Zwischenwerten).

Die Wahrscheinlichkeit betrégt also ca. 99,9 %.
EsistE(X)=np=82-0,15=123.

Die Politessen miissen daher mit ca. 12 Falschparkern rechnen.

b) X beschreibt die Anzahl der ertappten Falschparker bei n Gberpriiften Autos;
X ist By g15- verteilt.

Kleinstmdglicher Bereich symmetrisch zum Erwartungswert:

n=500undp=0,15= pw=75 und ¢ =,/500- 015 - 0,85
6 =4500-015- 0,85 = 7,984

d d
Esgilt P(un-d <X <p+d) 208 = P(u-d <X <p+d) = ®(—) - d(-—)=08
(o} o

d d
= 20(—) -1208 & ®(—) =09
(o} o

d
Aus der Tabelle fur die GauRsche Summenfunktion entnimmt man — > 1,28 . Damit
o

gilt d>10,22, also mussd = 11 sein. Damit ist das gesuchte Intervall [ 64 ; 86 ].
Umfang der Stichprobe
Wenn n der Umfang der Stichprobeist, so gilt P(X=1) > 0,99 < 1 - P(X=0) > 0,99 &

n
P(X=0) < 0,01 & (oj 0150 085" < 0,01 < 085" < 0,01 <> nIn(0,85) < In(0,01) &

In(0,01)
In(0,85)

n>

(daln(0,85) negativ ist). Daher ist d'so n > 28,34, d.h. n> 29.

Es missen a so mindestens 29 parkende Autos kontrolliert werden.
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Der Beamte hat den Verlust von 0,20 Euro pro Falschparker richtig erklart:

Esist G die, Einnahme"* durch Falschparker pro Stunde im Vergleich zu eéinem
Nichtfalschparker. Ein nicht ertappter Falschparker bringt 1 € Verlust. Der verwarnte
Falschparker zahlt nach, bringt also weder Gewinn noch Verlust. Ein Fa schparker, der
ein BulRgeld von 15 € zahlt, bringt 14 € Gewinn, denn 1 € hétte er jasonst (als
Nichtfalschparker) gebracht.

Falschparker nicht |\ -y erwarnt Mit Buigeld
ertappt
6(in€) -1 0 H
P(G=g)) 090 005 005

Der Erwartungswert E(G) ist dann E(G) = 0,9 -(— 1) + 0,05-0 + 0,05 -14 = - 0,20,
d h. pro Falschparker macht die Stadt im Durchschnitt einen Verlust von 0,20 €.

Man misste also eine Erhthung des BuRgel des beschlief3en, damit zumindest die Stadt
keinen Verlust macht.

Ist B das erhohte Buf3geld, so gilt fir die Situation ,,Kein Verlust*:
Erwartungswert E(G) =0,9(-1) +0,05-0+0,05-B=0<0,05-B=09< B =18

Damit kein Verlust entsteht, miisste das Buf3geld mindestens auf 18 € erhtht werden.

Der Vorschlag des Beamten 18sst also sogar einen Gewinn erwarten (hier 0,05€ pro
Falschparker im Durchschnitt).
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Wenn man die Bedenken der Medien testen will, wird man als zu testende Nullhypo-
these das Gegenteil von dem annehmen, was die Medien aufgrund dieser Mal3nahme
befiirchten, damit man diese Annahme ggf. mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von

5% verwerfen kann.

Ho sei die Hypothese, dass die Malinahme ohne Folgen fir die Falschparkerquote ist, der
Prozentsatz also gleichgebliebenist. Hqy: p=0,15. 1
Die Gegenhypothese lautet dann Hy: p > 0,15.

d)

Die Zufallsvariable X beschreibe die mdglichen Anzahlen von Falschparkern bei der
Stichprobe mit n = 2400. Man wird die Nullhypothese ablehnen, wenn man relativ viele
Falschparker bei der Stichprobe findet, also liegt hier ein rechtsseitiger Signifikanztest
vor. Also ist unter der Annahme ,,Hy ist wahr* die kleinste ganzzahlige Grenze g gesucht
mit P(X>g) < 0,05 (g gehort also schon zum Ablehnungsbereich). 1
X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 2400 und p = 0,15.

Es kann hier die Naherung von Moivre-Laplace verwendet werden, da
n-p-(1-p)=2400-0,15-0,85=306>9 ist. Esgilt

P(X=g) £0,05 & P(X<g-1) = 0,95. Mit der Naherung folgt

q{g—u 0,5- 2400-0,15

v 306

und der Monotonie der ®-Funktion

j >0,95. Somit ist mittels der Tabelle der Normalverteilung 1

g — 360,5 _—
—F— >1,645. Folglich ist g > 389,28 und
306

daher g =390 (Ohne Korrekturglied 0,5 ergibt sich g > 389,78, aso ebenfalls g = 390). 2
Damit ist der Ablehnungsbereich der Nullhypothese K =[ 390 ; 2400 ]. Wir haben daher
folgende Entscheidungsregel: 1
Werden 390 oder mehr Falschparker erwischt, so verwerfen wir die Nullhypothese, d h.
wir werden die Befuirchtungen der Medien teilen. Werden hichstens 389 Fal schparker

ertappt, so bleiben wir bei der Nullhypothese, d h. wir entscheiden uns gegen die 1
BefUrrchtungen der Medien und unterstiitzen die Meinung des Senats.

Wenn Hq nicht verworfen wird, obwohl Hy falschist (hier p > 0,18), begeht man einen
Fehler zweiter Art. Dieser tritt genau dann ein, wenn man im Annahmebereich der

Nullhypothese landet, d h. im Intervall K =[ 0; 389]. Je groRer der Parameter p wird,
desto kleiner wird die Wahrscheinlichkeit, dass der Test ein Ergebnis aus K liefert. Im
Extremfall p = 1 wére die Wahrscheinlichkeit dann Null. Die Wahrscheinlichkeit nimmt
den groften Wert an, wenn p kleinstmdglich ist, also p = 0,18. In diesem Fall gilt mit der
Naherungsformel (da n-p-(1—p)=2400-0,18-0,82=354,24>9 ist)
389+0,5-2400-018 | . 42,5
354,24 \/354,24
somit ist P(X < 389) = 0,012 (ohne Korrekturglied 1 — ®(2,29) = 1 —0,9890 = 0,011).

P(X <389) ~ cp( J ~1-9(2,26)~ 1-0,9881,

Das kleinstmdgliche Intervall, wel ches die Wahrscheinlichkeiten umfasst, mit denen wir 3
dem Senat nach dem Test zustimmen, obwohl Hy falschist, ist [0% ; 1,2%].

12 | 15| 3
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Aufgabe 1

Bei vielen technischen Problemen treten Kombinationen von
Exponentialfunktionen auf. Zwei von ihnen, die besondere Namen tragen, sollen
hier naher betrachtet werden.

eX —e™*

Sinus hyperbolicus: g(x) = sinh(x) := —
. o e +e™™
Cosinus hyperbolicus: f(x) = cosh(x) = —

a) Untersuchen Sie die Funktionen sinh und cosh auf Nulistellen,
Symmetrien und ihr Verhalten fir X — .

Zeichnen Sie die Graphen dieser beiden Funktionen in ein
gemeinsames Koordinatensystem ein (-3<x<3).

Zeigen Sie folgende Beziehungen:
»  cosh?(x) - sinh?(x) =1
" g(X)=f(x)und f'(x)=9(x)
=  cosh(x) > sinh(x) fur alle x € IR

(14 P)

b) Berechnen Sie die Flache zwischen den Graphen der beiden
Funktionen f und g im 1. Quadranten.
(4 P)
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Spannt man ein Seil (oder eine
Kette) zwischen zwei gleich
hohen Turmen auf, so folgt
seine Linie der so genannten
Kettenlinie k(x) = a-cosh(b - x) ~__ -

—

mit a, b > 0. i

c) Begrunden Sie, dass a dabei die Hohe des tiefsten Seilpunktes tber
der Grundebene ist.
Erlautern Sie, wie sich die Kettenlinie &ndert, wenn sich bei
festgehaltenem a der Parameter b vergrofiert. (3 P)

d) Ein Seil wird zwischen zwei jeweils 117,8 m hohen Turmen
gespannt. Die Turme sind 150 m voneinander entfernt. Das Seil
hat in der Mitte einen Bodenabstand von 80m.

» Leiten Sie die Gleichung fur dieses Seil her.
(k(x) =~ 80 -cosh(0,0125- x))

= Berechnen Sie den Winkel zwischen Seil und Turm am
Befestigungspunkt des Seils.

= Erlautern Sie, wie sich die Parameter a und b sowie der eben
berechnete Winkel andern, wenn man das Seil straffer
spannt. (6 P)

e) Fur eine im Intervall [c; d] stetig differenzierbare Funktion h
berechnet sich die Bogenlange | des Graphen von h Uber [c; d]

_d + ! 2
durch I—(j:«fl (h'(x))”dx.

Zeigen Sie, dass fur die Bogenlange des Graphen der Funktion

f(x) = cosh(x) im Intervall [c;d] gilt: | =sinh(d) —sinh(c). (3 P)
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a) | Sinus hyperbolicus:

Nullstellen:

l(ex" —g ™% ) =0 o e® =g < e =1 . Also gilt x,=0.

2 1
Symmetrie:

Ich untersuche die Beziehung sinh(-x) = - sinh(X)

. N S L

sinh(=x) =E-(e —e )_—E-(e —e™)==sinh(x).

Also ist der Graph des Sinus hyperbolicus punktsymmetrisch zum Ursprung. 1
Verhalten fir X — oo:

Mit X — oo geht e™ — 0, und damit gilt sinh(x) — oo fiir X > . 1
Cosinus hyperbolicus:

Nullstellen:

Es gibt keine Nullstellen, da der Term des Z&hlers als Summe zweier positiver 1

Zahlen immer positiv ist.

Symmetrie:

Ich untersuche die Beziehung cosh(-x) = cosh(x)

cosh(—x) = % -(e7* +e*)=cosh(x) .
Also ist der Graph des Cosinus hyperbolicus symmetrisch zur y-Achse. 1
Verhalten fir X — oo:

Mit x — o geht e — 0, und damit gilt cosh(x) — o fir x — . 1
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Graphen der Funktionen:
\ y o
4
ap-sinh(4 i
~ 3
.
i TS FE / v
" 49-cashi) .
2 L—w : i 2 3
) (e" +e” )2 (e" —e” )2
cosh?(x)—sinh2(x) = -
4 4
=(lj((e"+e_’)2—(ex—e-’)2)=(l)(2+2)=l 1
4 4
sinh(x) = (%) (" +e™) = cosh(x) und 1
cosh'(x) = (%) (" —e™) =sinh(x) . 1
. . T+et ef-e"  _
Es ist cosh(x)—smh(x):e 26 . 3 =e " >0 fiir alle 1
x € IR , also gilt cosh(x) > sinh(x) fiir alle x € IR . 1
b) | Wegen cosh(x) > sinh(x) ist ein uneigentliches Integral A zu verwenden: 1
r r
Ar = [(F(x)-g(x))dx = [e Xdx = [— eXE e (-1)=1-e". )
0 0
Die MaBzahl des Flacheninhaltes ist somit 4 =lim 4, =1-0=1. )
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c) | Mit der Beachtung der Symmetrie der Kettenlinie und der Tatsache, dass das
Seil in der Mitte am tiefsten héangt, gilt
k(0)=a-cosh(b-0)=a-0,5-(2°)=a-0,5-2=a.
1
Dies ist das gewiinschte Resultat.
Wenn bei festgehaltenem a der Parameter b vergréRert wird, so andert sich bei
x = 0 nichts. Der Tiefpunkt der Funktion bleibt also erhalten. Fir groRere
x-Werte vergroRert sich der Betrag der Argumente in der Exponentialfunktion.
Da e* im Wesentlichen den Funktionswert bestimmt, weil e™ fir groRe
x-Werte sehr klein ist, wird auch der Funktionswert groRer: 2
Der Graph wird bei gleichem Minimum nach beiden Seiten steiler.
d) |« Esist a=80 und k(75) =117,8.
1
117’ 8 — 80 . (e75»b + e775.b) ‘ . e75-b
2
117,8-e* =40-e*"* +40 |:40
0=e>"-2,945.e™ +1 u=e™
0=u?-2,945u+1
u, =1,4725+ 41, 4725° -1
U, ist keine Losung, da In(uz)<0 ist und b positiv sein soll.
) In(u
Also gilt b= % ~0,0125 = k(x) =80-cosh(0,0125- x) 3
» Der Winkel ergibt sich aus der Steigung der Kettenlinie an der Stelle
X =75:
k'(75) =80-sinh(0,0125-75) - 0,0125 ~ 1,08099.
Damit ergibt sich das Winkelmall zu « =90° —arctan(k '(75)) ~ 42,77° . 2
» Wird das Seil straffer gespannt, hangt es in der Mitte héher. Also wachst der
Parameter a.
Da dann der Héhenunterschied zwischen Mitte und Tirmen abnimmt, muss
(mit dem Ergebnis von c) der Parameter b abnehmen.
Da das Seil ,,waagerechter” in den Aufhangungspunkten ankommt, wird der
Winkel groRier, bleibt aber unter 90°. 1
e) d , d _ d
I = [{1+(h'(x))?dx = [{1+ (cosh (x))?dx = [{1+(sinh(x)?dx (nach a)
C (o} C
d d i q . .
= [{(cosh(x))?dx = [cosh(x)dx = [sinh(x)] =sinh(d) —sinh(c).
c c 3
12 115| 3
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Aufgabe 2

Gegeben ist die Funktionenschar f; mit f, (x) = (t — e*)? ; telR.

a)

b)

©)

d)

Untersuchen Sie die Graphen der Funktionenschar f, auf

Schnittpunkte mit der x-Achse, Extrem- und Wendepunkte sowie
auf das Verhalten fur x - und fir x — - .

Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f, und f, .
Beschreiben Sie, wie sich die Graphen der Funktionenschar f,
andern, wenn t die reellen Zahlen durchlauft. (18 P)

Untersuchen Sie, welche Beziehungen zwischen zwei Parametern t;
und t, bestehen mussen, damit die Graphen der beiden Funktionen
f,und f_ einen Schnittpunkt besitzen. Geben Sie seine

Koordinaten an. (5 P)

Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die von den Graphen der
Funktionen f; und f, sowie der x-Achse eingeschlossen wird.

4 P)
Far t > 0 begrenzen die Graphen der Funktionen f,und g; mit
g:(x) = t? und die Gerade mit der Gleichung x = u mit u < 0 eine
Flache. Berechnen Sie das Volumen des Drehkdrpers, der entsteht,
wenn diese Flache um den Graphen von g, rotiert. (3P)
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Schnittpunkte mit der x- Achse:
fxy)=0(t-e™)>=0 ot=e™ <x, =In(t)
Die Ldsung existiert nur fur t > 0. Der Schnittpunkt ist N(In (t)/0) fir t > 0.

Extrempunkte:
Ableitungen:

f(x)=2 (t—e*)-(—e*)=2e" 2te*

f(x)=22-e™ -2te* =4e” —2te*

f (x)=42e> —2te” =8e” —2te*

Wenn x. eine Extremstelle ist, dann gilt f'(x¢) = 0. Daher ist zunachst die
Gleichung f', (x) = 0 zu untersuchen.

f (x)=2e”2te” = e*-(2e*-2t)=0
o 2¢*-2t=0 <e’=t ox=In(t)furt>0.

Wenn f(x) =0 und

- f,7(x,)>0, dann ist x, Minimalstelle von f,.

- f,7(x,)<0, dannist x, Maximalstelle von f,.
f.’(In (t) = 4e?"V 2te"V =4("V)* —2te"V =42 2£2=2¢ >0
Also fur t > 0 ist T(In (t)/0) Tiefpunkt von f, .
Fir t < 0 existiert kein Extrempunkt.

Wendepunkte:
Wenn x,, eine Wendestelle ist, dann gilt f""(xw) = 0.

f'(x,)=4e” —2te™ =2 (2e*—1)=0

& 2e™—t=0 < e™= %t S Xy= In(%)ﬁjrt>0.

Wenn f, "(x,,) =0undf (x,)#0, dann ist x,, Wendestelle von f,.

t t t t
2:In(=) In(%) In(%) In(<)
f”’(In(%))=8e " _ote 2 =8(e 2 )—2te 2 = 20,

da hier t > 0 sein muss.

fin( )= e = (ij

2
Also fur t > 0 ist W[In(;)/ (%) }Wendepunkt von f, .

Fur t < 0 existiert kein Wendepunkt.
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Bewertung
Verhalten fir grol3e bzw. kleine x-Werte:
Firx—ogilt: f,(x) = (t—e* )2 =(t2—2te* +(e")?) —> oo, da e* starker
als e gegen Unendlich strebt.
lim f,(x) = lim (t—e* )= lim (2 2te*+(e* ]') = £, weil ¢* mit
X—>—00 X—>—0 X—>—00
3
x— — oo gegen Null strebt.
3

Nur fir t > 0 gibt es Tiefpunkte, die alle auf der x-Achse liegen; fur

0 <t <1 auf dem negativen Ast, fir t > 1 auf dem positiven Ast der
x-Achse.

Far t > 0 streben die Graphen im 1. Quadranten flir wachsende x gegen
unendlich, fur fallende x ndhern sich die Graphen im (2. Quadranten)
von unten kommend der Parallelen zur x-Achse im Abstand t* an.

Firt=0istf,(x)=e?.

Fir t < 0 gibt es weder Nullstellen noch Extrem- und Wendestellen.

Far t < 0 streben die Graphen im 1. Quadranten fir wachsende x gegen
unendlich und nahern sich fiur fallende x von oben der Parallelen zur x- 3
Achse im Abstand t* an.
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b) |Seient,t, eIRmitt, =t,
= f, (x) =f_ (x;)
= (t,—e“)y2=(t,—e™)?
S -2t et He )P =t,2 -2t e +e*)? 1
& t,2-t,2 =—2t, e +2t,e™
2 2
o el = L -1 = (tl_tz)'(t1+t2) 1
—2t, +2t, 2(t, - t,)
t, +t
o x, =In(—%) 1
2
Die Loésung existiert nur firt, +t, > 0. 1
2 2 2
t, +t in(712) 2t, —t, —t t, —t
fon(A"2y)y= |t —e 2 | =[S 2| o212
N N EE =N
2
+ j—
Also firt,+t, >0 istSLIn(tl th)/ (tl 2t2j J Schnittpunkt der
1
Graphen der Funktionen f, und f, .
c) Bestimmung der Integrationsgrenzen:
X; =Xy, = In(1) =0 mit Teilaufgabe a)
X, =X, = In(1 ; 2 )=1n (1,5) mit Teilaufgabe b) oder mit einfacher
neuer Berechnung.
X3 =Xy, =In (2) mit Teilaufgabe a) 1
In(1,5) In(2) In(1,5) In(2)
A= j f,(x)dx + j f,(x)dx = j (1—e)2dx + j (2 - e*)2dx 1
0 In(1,5) 0 In(1,5)
In(1,5) In(2)
= j(1—2ex+ezx)dx + j(4—4ex+ezx)dx
0 In(1,5)
1, In(1,5) 1, In(2)
= |X—-2e"+—-¢ +|4x—4e” +—e
2 0 In(L,5)
~ 0,0304651 + 0,0257283 = 0,0561934 o
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d) Der Graph von f, wird so langs der y-Achse nach unten um t2

verschoben, dass die Drehachse mit der x-Achse zusammenfallt. Die
dazu gehdérende Funktion ist h; mit
h(X) =f,(x)—g,(x)=(t—e* ) —t2=—2te* +e?*.

Die Integrationsgrenzen sind x, = u und x, = In(2t). Es folgt:

V(u) = ﬂ]z(ht(x))zdx

In(2t)
=z J‘(—ZteX +e*)%dx
u
In(2t) In(2t)
22X 3X 4x 22X 4 3X 1 4x
=7 j(4te —4te™ +e™)dx = 7| 2t%e —gte +Ze
u u

et =32 gt —[thez“ A +£e4“j
3 3 4

W

= ;z(—t“ —2t%e® +ﬂte3u —le““)
3 4

Summe:| 12 15
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Aufgabe 3

In einem kartesischen Koordinatensystem sind folgende Punkte gegeben:
A(2]10]14),B(-2|5|1)undC(2]10]4).

a) Zeigen Sie, dass die Punkte A, B und C durch einen vierten Punkt D
zu einem Quadrat erganzt werden kénnen. Geben Sie die Ebene E1,
in der die vier Punkte liegen, in Koordinatenform an.
(Zur Kontrolle: E, :3x,—4x; +10=0.) (7 P)

b) Auf dem Quadrat ABCD lasst
sich ein regulares
(regelmaBiges) Oktaeder
ABCDRS aufbauen (siehe
Abbildung). Regular
bedeutet, dass alle Kanten
gleich lang sind.

Berechnen Sie den Abstand
der Punkte R und S.

Bestimmen Sie die
Koordinaten dieser beiden

Punkte.
(6 P)
c) Als regularer Kérper besitzt das Oktaeder eine so genannte Inkugel
K;, also eine einbeschriebene Kugel, die alle Seitenflachen berihrt.
* Bestimmen Sie den Punkt P, in dem die Inkugel K; die
Seitenflache BRC berihrt.
(Sollten Sie in b) den Punkt R nicht errechnet haben,
verwenden Sie R(5|5|0).)
* Geben Sie die Kugelgleichung von K; an. (8 P)
d) Gegeben ist jetzt noch die Ebenenschar F; mit
Fe:txi; +(7t-1)x3+(4-30t) =0
= Zeigen Sie, dass jede Ebene dieser Ebenenschar die Gerade
gac durch A und C enthélt.
Fur bestimmte Parameter t schneiden die Ebenen F; die Kante BR in
Punkten T; sowie die Kante SD in U;. Damit bildet jede Ebene F; mit
dem Oktaeder eine Schnittfigur AT:CU..
= Zeichnen Sie eine solche Schnittfigur in die obige Graphik ein
und beschreiben Sie diese Schnittfiguren.
= Untersuchen Sie, fur welchen Wert von t die zugehorige
Schnittfigur den kleinsten Flacheninhalt aufweist und geben
Sie T: und den Flacheninhalt an. (9 P)
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Zuordnung
Erwartete Schilerleistung Bewertung

a) | Zur Erganzung zum Quadrat:
Zu zeigen ist: ‘ﬁ‘ = ‘ﬁ‘ und AB 1 BC.

_4 4
Esgilt:ﬁ: 5 |, BC=|5|und AB-BC=0, also AB L BC. Weiter | 2
-3 3

folgt: ‘E‘:J(—4)2+52+(—3)2 — /50 =/4? 157 + 37 =‘B_c". 1

Beide Bedingungen sichern die Mdglichkeit der Erganzung zum
Quadrat.

Der Punkt D errechnet sich dann aus OD = OA+BC zu D(6|5/7). 1
Zur Bestimmung der Ebenengleichung:

Ein Normalenvektor ergibt sich z. B. aus dem Vektorprodukt zweier

Spannvektoren, etwa BAund BC, und anschlieRendem Einsetzen des
Ortsvektors von B.

3
n.=ABxBC=10:| 0 || BeE, = E,:3x, —4x,+10=0. 5
—4

b) Da das Oktaeder regular ist, ist das Dreieck MCR rechtwinklig und 1

2
‘MR‘z ‘/az —(%aﬁj =%a 2. Damit folgt fir den gesuchten 1

Abstand ‘@‘ :‘ﬁ‘ =10.

Der Mittelpunkt des Quadrats liegt bei M(2|5|4); mit dem Einheits- 1
3

normalenvektor n_(; -1 0 | und dem bekannten Abstand von 5 der
-4

beiden Punkte zur Ebene E; ergeben sich R(5|5]|0) und S(-1|5|8) oder
R(-1/5|8) und S(5|5]0). 1
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Regularitat hat zur Folge, dass alle Seitenflachen des Oktaeders
gleichseitige Dreiecke sind sowie dass der Mittelpunkt der Inkugel in M
liegt. Die Pyramide aus je einer Seitenflache und der Spitze M basiert
also auf einem gleichseitigen Dreieck; da die Inkugel die Seitenflache
genau im Ful3punkt der Raumhgdhe dieser Pyramide beruhrt, ist der
Beruhrpunkt der Schwerpunkt P des gleichseitigen Dreiecks.

Fur den Schwerpunkt giltﬁS = %(53 +0C + (ﬁé) und damit P[g‘? g) .

Alternativ lasst sich P auch Uber das LotfuRpunktverfahren bestimmen.
Unabhéngig vom gewéhlten Verfahren werden 5 Punkte fur die
Bestimmung des Punktes P vergeben.

Der Radius r;der Inkugel ist ‘W‘ Es ergibt sich

R RO

Die Kugelgleichung lautet somit

2

I s
K, :[x-|5]| =2
3

4

d)

Wenn zwei Punkte in einer Ebene liegen, liegt auch die gesamte
Gerade durch diese Punkte in der Ebene. Also reicht es zu zeigen, dass
die Koordinaten von A und C die Gleichung der Ebenenschar erflllen:

Fir A: t-2+(7t-1)-4+(4-30t)=0; fir C: t-2+(7t—1)-4+(4-30t)=0.

Alternativ kann die Geradengleichung von gac in die Ebenengleichung
eingesetzt werden.
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Erweiterte Zeichnung:

Fur ein geeignetes t seien T und U die Schnittpunkte von F; mit BR bzw.

SD . Dann ist ATCU nicht nur ein Viereck, sondern wegen der
Regularitat des Oktaeders eine Raute.

Alle diese Rauten haben die Léange der Diagonalen AC gemeinsam. Die
Anderung des Flacheninhalts kann nur aus der Anderung der Lange der

anderen Diagonalen TU ergeben. Diese ist aus geometrischen
Griunden maximal an den R&ndern und aus Symmetriegrinden minimal,
wenn T der Mittelpunkt von BR ist. Mit T(1,5]5|0,5) folgt

15 2 -0,5
MT=| 5 |-|5|=| 0 ,also‘ﬁ‘:@.

05) (4 -35

Die gesuchte Flache ergibt sich damit zu

[AC|-{MT| =10 # =252 ~3536 .
In Alternativiosungen sollten textliche Ansatze ebenfalls angemessen

bepunktet werden.

12 | 15| 3
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Aufgabe 4

Der niederlandische Architekt Blom
entwarf Wohnungsbauprojekte mit
kubusformigen Hausern.

Jedes einzelne Haus hat einen
Wohnbereich in Form eines Wirfels
(siehe Foto). Der Wiirfel steht so auf
einer Ecke, dass eine der
Raumdiagonalen fast vertikal verlauft.

In dieser Siedlung haben die Hauser
gemeinsame Flachen; als Einzelhaus
haben sie folgende Form:

Die Eckpunkte des Wiirfels in einem kartesischen Koordinatensystem lauten
A(0]10]0),G(6-442 |0]|8+342 ), C(6]10|8),D(3]|-5|4),
wobei eine Langeneinheit einem Meter entspricht.

Runden Sie im Folgenden - falls nétig - alle Ergebnisse auf 2 Nachkommastellen.

a) Bestimmen Sie die GroBe des Neigungswinkels der Hausfront

ABCD zur Bodenebene. (3 P)

b) Der Kubus hat drei Wohnebenen:

Die untere Wohnebene hat die Form eines gleichschenkligen
Dreiecks und liegt in einer H6he von 2 m.

Berechnen Sie die Lange der FuBleiste, die fur diese Wohnebene

notig ist.

(Zeigen Sie hierflr, dass die Koordinaten des Punktes

E (-4+/210]3+/2) lauten.) (11 P)
c) Im Inneren des Gebdudes wird im Punkt R(- 0,2 | 0 | 6,4 ) ein

Router installiert, der eine Reichweite von 5m hat.

e In der unteren Wohnebene soll ein Computer aufgestellt
werden. Bestimmen Sie den Bereich auf der vorderen
FuBbodenleiste in der unteren Wohnebene, der noch in der
Reichweite des Routers liegt.
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(Hinweis: Die vordere FuBbodenleiste liegt zwischen zwei Punkten
Ai(1,5|- 2,5|2) und B4(1,5|2,5]2).)
e Der Router ldsst sich vom Punkt R aus vertikal nach oben
und nach unten verschieben. Bestimmen Sie die maximale
Hoéhe (maximale x;-Komponente), in der der Router
installiert werden muss, damit die gesamte vordere
FuBleiste innerhalb der Reichweite liegt. (8P)

d) Allgemein habe ein Wirfel mit den Punkten A, G und C die
Kantenlange a. Die Punkte haben die Koordinaten

(2 > )
A(0]|0]0), G(O|0|+/3-a) und C /»-aO —-al.
(01010), G(O[013+a) und €| |5 -al01 -2
Zeigen Sie, dass die Punkte B und D dann folgende Koordinaten

haben:

f11%), o 121,
V6 V243 J6 " 3" 3 (5 P)

e) Ein weiteres, sehr eigenwilliges Hausprojekt finden wir im fhk-
Forum der Fachhochschule Konstanz, Ausgabe 2004/2005, auf
Seite 52 (siehe Abbildung unten).Die Wérmeverluste eines Hauses
verhalten sich annahernd proportional zur AuBBenflache des
Hauses.

Zeigen Sie, dass ein Kugelhaus bei gleichem Volumen einem
Kubushaus mit der Kantenldange a warmetechnisch tUberlegen ist.

(3P)
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Erwartete Leistung

Zuordnung
Bewertung

a)

Der Neigungswinkel wird von den Vektoren AC und z. B. dem
Einheitsvektor v , der in Richtung der x;-Achse zeigt, gebildet.

6 1
Mit 4C =| 0 [und %= 0 | gilt dann
8 0

coso = Al 2y :£:>a ~53,1°.

AC ‘;| 10

Alternativer Lésungsweq:

Man bestimmt die Normalenvektoren der Ebene Ejgp und der x-xo-
Ebene und berechnet den Winkel, der von beiden Normalenvektoren
eingeschlossen wird.
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Die Gleichung der Geraden durch die Punkte A und D lautet

0 3
g:.;c.= 0|+2-|-5].
0 4

Fir die untere Wohnebene in 2 m Hohe muss die x;-Komponente 2 sein
(Ebene Ey: x3 = 2). Daraus ergibt sich

2=0+4t < t=1.

Somit ist A4(1,5 | —2,5 | 2) ein gesuchter Eckpunkt in der unteren
Wohnebene.

Den Schnittpunkt der Wohnebene mit der Gerade durch A und B erhalt
man durch Symmetrietberlegungen: By (1,5]2,5| 2).

Alternative: Analoge Rechnung.
Aufgrund der Symmetrie ist die Strecke 4,B, die Basis des
gleichschenkligen Dreiecks A;B/E;.
0
Die Lange der Strecke 4,B, ist (AIBI‘ =[5]=5.
0

Der Schnittpunkt £, der unteren Wohnebene mit der Geraden durch A
und E ergibt sich aus folgender Uberlegung:

Wegen der Kubusform sind die Vektoren CG und AE identisch. Daher
gilt
—442
AE =CG=| 0 | unddiesergibt E(-4/2]0]3/2).
3v2

Die Gleichung der Geraden durch die Punkte A und E lautet

0 -442
O|+s- 0
0 342

Da die die x;-Komponente wieder 2 sein muss, ergibt sich

h:x

2=0+3‘\/§S <~ S:T.

Durch Einsetzen in den Geradenterm von h ergibt sich der Eckpunkt
8
Ei(-=10]2).
1(-51012)
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Fur die Léange der Strecke A, E, ergibt sich

-8/3) (L5 ~25/6
— 425 1
AE|=| 0 |-|-25[=| 25 [=.>2~486. |
11 18
2 ) 0

Die Lange der FulRbodenleiste ist dann
[=2-486m-+5m=14,72m.

Alternativer Lésungsweg zur Bestimmung von A;:

0 0
Gleichung der unteren Wohnebene: E, : | X -|0||-|0|=0.
0 0

Berechnung des Schnittpunkts von E, und g ergibt ebenfalls den
Schnittpunkt A;.

Alternativer Lésungsweq zur Bestimmung von B.

Berechnung von B und anschliefiend analog wie bei der Bestimmung
von A.
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Die Kugel K mit dem Mittelpunkt R(-0,2|0|6,4) und dem Radius r =5
beschreibt den Reichweitenbereich des Routers.
Die Kugelgleichung lautet K : (x, + 0.2)" + xf +(x; — 6,4)" =5°.

Um den Reichweitenbereich entlang der FuBbodenleiste zu ermitteln,
mussen die Schnittpunkte der Kugel mit der Geraden durch die Punkte
A, und B, bestimmt werden.

1,5 0
Gup X=|=25|+r|1].
2 0

Einsetzen des Terms der Geradengleichung in die Kugelgleichung liefert
(1,5+0,2) +(-2,5+r)* +(2-6,4)> =5°

& 1,77 +25 -5r+rP+44° =25 & r?*-5r+35=0

& r=25+,2,75, also r ~ 0,8417 oder r ~ 4,1583

Daraus ergeben sich durch Einsetzen der Parameter in den
Geradenterm folgende Schnittpunkte mit der Kugel:

R,(L5]-1,66|2) und R,(1,5]1,66]2).
Die Strecke zwischen R, und R, stellt den Reichweitenbereich des
Routers auf der vorderen FulRbodenleiste dar.

Die maximale Hohe entspricht der x;-Komponente des
Kugelmittelpunktes R (—0.2|0|m), der zu den Eckpunkten der vorderen

FuRleiste den Abstand 5m hat.
Es gilt
-0,2 +1,5 -1,7
=] o |-|-25]=] +25 |=VE17) 257+ m-2) =5
m 2 m—2

\AIR

=914+m* —-4dm+4=25 & m —-4m-1186=0
und folglich '

m=~598 oder m~-198.

Aus Symmetriegriinden erhélt man die gleichen Lésungen flr den Punkt
B;.

Die negative Lésung entfallt, da der Punkt aulerhalb des Gebaudes liegt
und die maximale Héhe gesucht war.
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9 | M(|fz-4/0/-% -a) ist die Mitte der Diagonalen AC . Der Vektor DB ist 1
orthogonal zu dieser Diagonalen und zu CG und ist somit ein Vielfaches
0
des Vektors | 1 |. 1
0
Wegen ‘m’ :%-\Egilt ' 1

d
0 ﬁ 0 a/w/g
OB=0M+<.J2.[1|=| 0 +2.21 = a/\E bzw.
20 o) |2 * o) |afv3
V3
a
0 J6 0y a/x/g
ob=0M-2.2.|1]=| 0 |[-Z.v2|1|=]|-a/"2]|.
2 o) |2 2 o) | ds
3

Somit lauten die Koordinaten der Punkte B und D

B{i|i|iJ D(ilzﬂa)
V' 2B V6 2B
Ausgehend von den Koordinaten eines Punktes lassen sich die

Koordinaten des anderen Punktes auch durch Symmetrieliberlegungen
auffinden.

e) | Das Kubushaus hat ein Volumen von a®bei einem Oberflacheninhalt von

6a2. Die volumengleiche Kugel hat wegen a® = j;'r - einen Radius von

3
r=ged—.
V471

Das Kugelhaus hat daher einen Oberflacheninhalt von
2
o) an. (31322 2 Di i 9
Kugel = 4T | ,— ac =~ 4,84 -a. Dies entspricht etwa 81 % der
Kubusoberflache. Aufgrund der kleineren Oberfldche hat das Kugelhaus
ca. 19 % weniger Warmeverlust als das Kubushaus. (Oder: Das

Kubushaus hat ca. 24 % mehr Wéarmeverlust als das Kugelhaus.)

12115| 3
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Aufgabe 5

Um die Unfallgefahr zu verringern, ist in Deutschland die Benutzung eines
Handys im Auto durch den Fahrer nur mit einer Freisprecheinrichtung erlaubt.
Weil eine gut funktionierende Freisprecheinrichtung aber relativ teuer ist,
telefonieren viele Fahrer trotzdem unerlaubt wahrend der Fahrt mit dem Handy.

Im Folgenden soll stets unter ,,Ein Fahrer telefoniert* verstanden werden: Dieser
Fahrer telefoniert wahrend der Fahrt mit seinem Handy, ohne eine
Freisprechanlage zu verwenden (er begeht also eine Ordnungswidrigkeit).

Auf einer belebten Stral3e soll der Anteil p der Autofahrer untersucht werden, die
zum Zeitpunkt einer Kontrolle telefonieren. Der Anteil p hangt von Ort und
Zeitpunkt der Kontrolle ab. Dabei wird angenommen, dass die Fahrer sich in
ihrem Telefonierverhalten gegenseitig nicht beeinflussen.

a) Bestimmen Sie in Abhangigkeit von einem konstanten p die
Wahrscheinlichkeit fur folgende Ereignisse:

= A: Bei zehn nacheinander vorbeifahrenden Autos telefonieren
nur die Fahrer des dritten und des funften Autos.

= B: Bei zehn nacheinander vorbeifahrenden Autos telefonieren
die Fahrer der ersten vier Autos gar nicht, aber trotzdem
telefonieren genau zwei Fahrer.

Begrinden Sie Ihr Vorgehen. (7 P)

b) Berechnen Sie, wie grol3 der Anteil p der telefonierenden Fahrer
mindestens sein muss, wenn unter 100 vorbeifahrenden Autos mit
mehr als 95% Wahrscheinlichkeit mindestens eines von einem
telefonierenden Fahrer gelenkt wird.

Auf der Schlossallee wird an einem Mittwoch zwischen 15 Uhr und

16 Uhr eine Kontrolle durchgefuhrt. Wahrend dieser Zeit sei der

Anteil p jener Fahrer, die zu einem beliebigen Zeitpunkt wahrend

dieser Zeitspanne gerade telefonieren, 3 Prozent.

Bestimmen Sie die Anzahl der Autos, die mindestens kontrolliert

werden mussen, damit man mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr

als 80% mindestens einen telefonierenden Fahrer erwischt.

Vergleichen und interpretieren Sie lhre Ergebnisse der beiden
Teilaufgaben. (8 P)
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c) Nun kontrolliert man auf einer Zufahrt zu einer beliebten Diskothek
zwischen 21 Uhr und 23 Uhr. Hier ist die Telefonierwahrscheinlich-
keit auBergewdhnlich hoch, namlich p = 20%. Die Polizisten wetten
untereinander, beim wievielten Auto sie erstmals einen
telefonierenden Fahrer erwischen.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass dies
= peim sechsten,
= nach dem sechsten Auto passiert.

Einer der Polizisten hat von seiner Freundin, einer
Mathematiklehrerin, gehort, dass in so einer Situation der

1 ) . . .
Erwartungswert E(X) = — sei, wenn die Zufallsvariable X die

moglichen Anzahlen der kontrollierten Fahrzeuge bis zum ersten
telefonierenden Fahrer beschreibe (das Fahrzeug des Telefonierers
wird dabei mitgezahlt).

Beweisen Sie diese allgemeine Beziehung unter Verwendung der
Formel

1+20+309° +49° +...= > _kq*”! =;2.
k=1 (l_q) (8 p)

d) Nach einigen Unfallen in den Abendstunden, bei denen Autofahrer
telefoniert hatten, will die ortliche Polizei in ihrer Stadt verstarkte
Kontrollen durchfihren, wenn der Anteil der telefonierenden
Autofahrer zwischen 18 und 20 Uhr mehr als 15% betrégt. Dazu
Uberpruft sie in der Stadt 1000 fahrende Autos zwischen 18 und 20
Uhr.

Entwickeln Sie auf einem Signifikanzniveau von 10 % eine
Entscheidungsregel fur die Nullhypothese, dass keine verstarkten
Kontrollen notwendig sind. (7 P)
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z
Gausssche Integralfunktion ®(z) = [ @(x) dx
—oC
7 ©(-z) D(2) z D(-2) D(2) z D(-z) D(2) z ®(-2) D(2)
0, 0, 0, 0, 0. 0, 0, 0,

001 4960) S040 0,76 2236 7764 1,51 0655 9345 226 0119 9881
0,02 4920 SO80 0,77 2206 7794 1,52 0643 9357 227 0116 9884
0,03 4880 5120 0,78 2177 7823 1,53 0630 9370 2,28 0113 9887
0.04 4840 5160 0.79 2148 7852 1,54 0618 9382 229 0110 9890
0.05 4801 5199 0.80 2119 7881 1,55 0606 9394 2,30 0107 9893
0,06 4761 5239 081 2090 7910 1,56 0594 9406 231 0104 9896
0,07 4721 5279 0,82 2061 7939 1.57 0582 9418 232 0102 9898
0,08 4681 5319 083 2033 7967 1.58 0571 9429 233 0099 9901
0,09 4641 5359 0,84 2005 7995 1.59 0559 0441 234 0096 0004
0,10 4602 5398 0.85 1977 8023 1.60 0548 9452 2,35 0094 9906
011 4562 5438 0.86 1949 8051 1.61 0537 9463 2.36 0091 9909
0,12 4522 5478 0,87 1922 8078 1.62 0526 9474 2,37 0089 9911
013 4483 5517 0,88 1894 8106 1.63 0516 9484 2.38 0087 9913
0,14 4443 5557 0,89 1867 8133 1.64 0505 9495 2,39 0084 9910
0.15 4404 5596 0,90 1841 8159 1.65 (495 9505 240 0082 9918
0,16 4364 5636 091 1814 8186 1,66 (M85 9515 241 0080 9920
0,17 4325 5675 092 1788 8212 1.67 475 9525 242 0078 9922
0.18 4286 5714 093 1762 8238 1,68 (465 9535 243 0075 9925
0,19 4247 5753 094 1736 8264 1.69 (455 9545 244 0073 9927
0.20 4207 5793 095 1711 8289 1,70 0446 9554 245 0071 9929
0.21 4168 5832 0.96 1685 8315 1.71 436 9564 2.46 0069 9931
0.22 4129 5871 0,97 1660 8340 1,72 0427 9573 247 0068 9932
023 4090 5910 0,98 1635 8365 1,73 0418 9582 248 0066 9934
024 4052 5948 0,99 1611 8389 1,74 409 9591 249 0064 9936
025 4013 5987 1,00 1587 8413 1,75 401 9599 2,50 0062 9938
026 3974 6026 1,01 1562 8438 1,76 0392 9608 2,51 0060 9940
027 3936 6064 1,02 1539 8461 1,77 0384 9616 2,52 0059 9941
028 3897 6103 1,03 1515 8485 1,78 0375 9625 2,53 0057 9943
029 3859 6141 1.4 1492 8508 1,79 0367 0633 254 0055 0945
030 3821 6179 1,05 1469 8531 1.80 0359 9641 255 0054 9946
031 3783 6217 1.06 1446 8554 1.81 0351 9649 2.56 0052 9948
0,32 3745 6255 1,07 1423 8577 1.82 0344 0656 257 0051 0949
033 3707 6293 1,08 1401 8599 1,83 0336 9664 2,58 0049 9951
034 3669 6331 1.9 1379 8621 1.84 0329 9671 2,59 0048 9952
035 3632 6368 1,10 1357 8643 1.85 0322 9678 2.60 0047 9953
0,36 3594 6406 1,11 1335 8665 1,86 0314 96386 261 0045 9955
037 3557 6443 1,12 1314 B686 1,87 0307 9693 2,62 0044 9956
038 3520 6480 1,13 1292 8708 1.88 0301 9699 263 0043 9957
039 3483 6517 1,14 1271 8729 1,89 0294 9706 2.64 0041 9959
0.40 3446 6554 1,15 1251 8749 1.90 0287 9713 2,65 0040 9960
041 3409 6591 1.16 1230 8770 191 0281 9719 2.66 0039 9961
042 3372 6628 1.17 1210 8790 1.92 0274 9726 2,67 0038 9962
043 3336 6664 1.18 1190 8810 1.93 0268 9732 2,68 0037 9963
0.44 3300 6700 1.19 1170 8830 1.94 0262 9738 2.69 0036 9964
045 3264 6736 1,20 1151 8849 1.95 0256 9744 2,70 0035 9965
046 3228 6772 1.21 1131 8869 1,96 0250 9750 27 0034 9966
047 3192 6808 1.22 1112 8888 1.97 0244 9756 272 0033 9967
048 3156 6844 1,23 1093 8907 1,98 0239 9761 2,73 0032 9968
049 3121 6879 1.24 1075 8925 1,99 0233 9767 2,74 0031 9969
0.50 3085 6915 1.25 1056 8944 2,00 0228 9772 2,75 0030 9970
0,51 3050 6950 1,26 1038 8962 2,01 0222 9778 2,76 0029 9971
0,52 3015 6985 127 1020 8980 2,02 0217 9783 2,77 0028 9972
053 2981 7019 128 1003 8997 2,03 0212 9788 2,78 0027 9973
054 2946 7054 1,29 0985 2015 2.4 0207 9793 2,79 0026 9974
055 2912 TOSK8 1,30 0068 0032 2,05 0202 Q708 280 0026 09974
0,56 2877 7123 1,31 0951 9049 2,06 0197 9803 281 0025 9975
0,57 2843 7157 1,32 0934 9066 207 0192 9808 2.82 0024 9976
0,58 2810 7190 133 0918 Q082 2,08 0188 0812 283 0023 9977
059 2776 7224 134 0901 9099 2,089 0183 9817 2.84 0023 9977
0,60 2743 7257 1.35 0885 9115 2,10 0179 9821 285 0022 9978
0,61 2709 7291 1.36 0869 9131 2,11 0174 0826 2.86 0021 9979
0.62 2676 7324 1.37 0853 9147 2,12 0170 9830 287 0021 9979
0,63 2643 7357 1.38 0838 9162 2,13 0166 9834 288 0020 9980
0.64 2611 7389 1.39 0823 9177 2.14 0162 9838 289 0019 9981
0.65 2578 7422 1.40 0808 9192 2,15 0158 9842 290 0019 9981
0,66 2546 7454 141 0793 9207 2,16 0154 9846 291 0018 9982
0,67 2514 7486 1,42 0778 9222 217 0150 9850 292 0018 9982
0,68 2483 7517 143 0764 9236 2,18 0146 9854 293 0017 9983
0,69 2451 7549 144 0749 9251 2,19 0143 9857 294 0l6 9984
0,70 2420 7580 145 0735 9265 220 0139 9861 295 0016 9984
0,71 2389 7611 1,46 0721 9279 221 0136 9864 2.96 0015 9985
0,72 2358 7642 1,47 0708 9292 222 0132 9868 297 0015 9985
0,73 2327 7673 148 0694 9306 223 0129 9871 298 0014 9986
0,74 2296 7704 1,49 0681 9319 224 0125 9875 299 0014 9986
0,75 2266 7734 1,50 0668 9332 2,25 0122 0878 3,00 0013 9087
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Erwartungshorizont

Zuordnung
Erwartete Losung Bewertung

I | II | III

a) | Man kann sich die Problemstellung durch ein Baumdiagramm verdeutlichen. An
jedem Verzweigungspunkt gehen zwei Pfade ab: einer fiir das Ereignis T, dass

man einen Telefonierer ertappt, und einen fiir das Gegenereignis T . Dann gilt
PATTTTITTITT)=(1-p)*- p*.
Der Fall, dass die ersten vier Fahrer nicht telefonieren, tritt mit der

Wahrscheinlichkeit (1— p)*auf. 1

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter den darauf folgenden sechs Fahrern
zwel Telefonierer befinden, ist mittels einer binomialverteilten Zufallsvariablen
X mit den Parametern n = 6 und p zu bestimmen. Es ist

P(X =2)=@' p*-(-p)* =15p*-(1-p)*.

Die Wahrscheinlichkeit des zusammengesetzten Ereignisses ergibt sich als 1
Produkt der beiden Einzelwahrscheinlichkeiten, da es sich um ein Und-Ereignis

handelt. P(B) :@ p>-(1-p)t=15p*-1-p).

b) | Die Zufallsvariable X, die die moglichen Anzahlen von telefonierenden Fahrern
beschreibt, ist binomialverteilt mit den Parametern n = 100 und dem
unbekannten p. p ist so zu bestimmen, dass P(X >1) > 0,95 betrigt.

P(X>21)=1-P(X =0)=1-(1-p)'* >0,95 <= (1-p)'* <0,05
=1-p<'%90,05 < p>1-1%0,05 ~0,0295. 2
Fiir die zweite Teilaufgabe ist die Zufallsvariable X, die die méglichen

Anzahlen von telefonierenden Fahrern beschreibt, binomialverteilt mit dem
unbekannten Parameter n und der bekannten Wahrscheinlichkeit p = 0,03.

P(X=1)=1-P(X=0)=1-0,97">0,8 < 0,97" <0,2.
Logarithmieren ergibt n-1n(0,97) < In(0,2) 2

In(0,2)
In(0,97)
kontrolliert werden.

und damit n > ~ 52,8 . Es miissen also mindestens 53 Autos

Die Wahrscheinlichkeiten p, dass ein Fahrer eines vorbeifahrenden Autos
telefoniert, sind bei beiden Problemstellungen nahezu identisch. Je grofler nun b
die Anzahl der zu kontrollierenden Autos ist, desto groB3er ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass man mindestens einen telefonierenden Fahrer ertappt.
Dies wird in beiden Losungen durch die Wahrscheinlichkeiten 95% bei n = 100
und 80% bei n = 53 deutlich.
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Zuordnung
Erwartete Losung Bewertung
I IT | III1
¢) | Man kann sich die Problemstellung durch ein Baumdiagramm verdeutlichen. An

jedem Verzweigungspunkt gehen zwei Pfade ab: einer fiir das Ereignis T, dass
man einen Telefonierer ertappt, und einen fiir das Gegenereignis T . Dann gilt

PATTTTT)=0,48"-0,2 ~ 0,0655. 2
Die Wahrscheinlichkeit, dass erst nach dem sechsten Auto der erste Telefonierer
ertappt wird, kann durch die Gegenwahrscheinlichkeit errechnet werden, dass
ndmlich schon unter den ersten sechs Autos der erste Telefonierer war:

P=1-(0,2+0,8-0,2+0,8>-0,2+0,8°-0,2+0,8*-0,2+0,8°-0,2) ~ 0,2621.

Alternativ: P(TTTTTT)=0,8° ~0,2621. 3
Es kennzeichne X die Zufallsvariable, deren Werte angeben, beim wievielten
Auto erstmalig ein telefonierender Fahrer erwischt wird. X nimmt dann die
Werte 1, 2, 3, ... mit den Wahrscheinlichkeiten P(X = k) = p - qk_l
mit q = 1 — p an. Der Erwartungswert von X ist dann
E(X)=1-p+2-q-p+3-¢°-p+.. =) k-q“"-p=p-> k-q"".

k=1 k=1
Die Anwendung der angegebenen Formel ergibt
1 p 1
E(X) = p -2-_
(1-q)* p* p

Die Freundin hatte Recht. 3
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d) | Die Nullhypothese, dass keine verstirkten Kontrollen notwendig sein sollen,
besagt, dass p < 0,15 anzunehmen ist. Ein Indiz dafiir, diese Hypothese
abzulehnen, ist, wenn eine durchzufiihrende Uberpriifung von vorbeifahrenden
Autos eine recht grole Anzahl von Telefonierern ergibt. Der Ablehnungsbereich
des Tests ist also ein Intervall [c+1; 1000].

Die Testvariable T ist als binomialverteilt anzunehmen. Sie hat die Parameter
n = 1000 und p mit p <0,15. Wegen 1000 - p - (1- p) > 1000 - 0,15 - 0,85 =127,5
> 9 kann T als ndherungsweise normalverteilt ansehen. 1
Fiir den Ablehnungsbereich gilt dann
c+0,5-150

/1000-0,15-0,85

- -14
(O] w >0,9. Aus dem Tafelwerk entnimmt man ﬂ

A127,5 V1

27,5
Daraus folgt ¢ >149,5+1,282-4/127,5 =163,98. Also ist ¢ mindestens 164 und
damit ist als grofiter Ablehnungsbereich [165 ; 1000] zu wihlen.

PMT>2c+1)=1-P(T SC)zl—CD( JSO,I.Folglichist

>1,282.

Als Entscheidungsregel erhélt man:

Werden hochstens 164 Telefonierer angetroffen, werden keine verstiarkten
Kontrollen durchgefiihrt. Sollten 165 oder mehr Telefonierer angetroffen
werden, so wird die Polizei mehr Kontrollen durchfiihren.

Werden nur zweistellige Tabellenwerte verwendet oder wird ohne
Korrekturglied gearbeitet, so sind die Rechnungen entsprechend zu verandern.

12 15] 3
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Aufgabe 6

Die Stadtwerke Lubeck haben in den vergangenen Jahren mit ihrem Busverkehr
ein Defizit eingefahren. Erfreulicherweise konnte der Anteil der Schwarzfahrer im
Busverkehr auf 8 % gesenkt werden, weil alle Fahrgaste vorn beim Fahrer
einsteigen miussen.

a) Beschreiben Sie, unter welchen Umstanden es sinnvoll ist, die
Zufallsvariable X, die die Anzahl der Fahrgéaste beschreibt, die bei
einer Kontrolle keinen gultigen Fahrschein besitzen, als
binomialverteilt anzunehmen. Geben Sie zwei Situationen an, in
denen diese Voraussetzungen fur eine Binomialverteilung nicht
erfullt sind. (4 P)

b) Die Zufallsvariable X sei binomialverteilt mit p = 0,08.

*» Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit daftr, dass mindestens
zwei von 50 Fahrgasten keinen Fahrschein besitzen.

= Berechnen Sie die GruppengrofRe, ab der die Anwendung der
Normalverteilung als N&herung sinnvoll ist.

= Bestimmen Sie ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit, dass
sich unter 800 kontrollierten Fahrgéasten (dies entspricht der
Tagesleistung eines Kontrolleurteams) héchstens 50
Schwarzfahrer befinden. (9 P)

¢) Ein Mathematik-Kurs mit 25 Personen muss bei einer Exkursion in
Lubeck eine Station mit dem Bus fahren. Ein ortskundiger Schiler
berichtet, dass ein auftauchendes Kontrolleurteam auf dieser
Strecke nur genau vier Personen Uberpriufen kdnne und dass die
Wahrscheinlichkeit bei 25 Personen fir das Erwischen mindestens
eines Schwarzfahrers so ca. 28,4% betrage, wenn man wie in
Teilaufgabe b) die Zufallsvariable X als binomialverteilt mit

p = 0,08 voraussetzt.

Falls der Kurs in einen leeren Bus einsteigen wirde und nur 23
Personen einen Fahrschein gelost hatten, so ware bei einer
Kontrolle die Wahrscheinlichkeit dafur, dass mindestens einer der
beiden Schwarzfahrer entdeckt werden wiurde, grofRer als 28,4%,
so lautete aber die Mehrheitsmeinung im Kurs.

Berechnen Sie die erwahnten Wahrscheinlichkeiten und
entscheiden Sie damit, ob die Mehrheitsmeinung korrekt ist. (6 P)
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d) Durch die Mdglichkeit, einen Fahrschein mit dem Handy zu kaufen,
sollte der Anteil der Schwarzfahrer weiter gesenkt werden (weil
jetzt am Automaten nicht nach passendem Geld gesucht werden
muss). Dieses mit hohem Verwaltungsaufwand verbundene
Angebot wird von den Kunden begeistert angenommen. Es lohnt
sich fur die Stadtwerke Liubeck aber finanziell nur dann, wenn sich
der Anteil der Schwarzfahrer dadurch auf unter 6 % reduziert. Ob
es sich lohnt, soll ein Signifikanztest mit 2000 zu kontrollierenden
Fahrgasten zeigen.

Entwickeln Sie einen entsprechenden Test mit Signifikanzniveau
5% und formulieren Sie die Entscheidungsregeln. (8 P)

e) Beweisen Sie folgende Aussage:
Soll bei einem Bernoulli-Experiment die Wahrscheinlichkeit fur
mindestens einen Treffer (bei Trefferwahrscheinlichkeit p) groler
oder gleich a mit 0 < a < 1 sein, so gilt fur die Ldnge n der
Bernoulli-Kette:

In(1-a)
nz—.

In(1-p)

3P)
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Gausssche Integralfunktion ® (z) = _|z @(x) dx

z ®(-z) D(z) z D(-z) ®(z) z ®(-2z) ®(z) z ®(-z) D(z)
0, i 0, 0, 0, 0, 0. 0,

0.01 4960 5040 0,76 2236 7764 151 0655 9345 2,26 0119 9881
0,02 4920 5080 0,77 2206 7794 1,52 0643 9357 227 0116 9884
0,03 4880 5120 0,78 2177 7823 1,53 0630 9370 228 0113 9887
0.04 4840 5160 0.79 2148 7852 1.54 0618 9382 2,29 0110 9890
0,05 4801 5199 .80 2119 7881 1,55 0606 9394 230 0107 9893
0,06 4761 5239 0.81 2090 7910 1.56 (1594 9406 2731 0104 9896
0.07 4721 5279 0,82 2061 7939 1,57 0582 9418 232 0102 9898
0,08 4681 5319 083 2033 7967 138 0571 9429 233 0099 9901
0.09 4641 5359 0.84 2005 7995 1.59 0559 9441 234 0096 9904
0,10 4602 5398 0,85 1977 5023 1,60 (548 0452 235 0094 Q906
011 4562 5438 0,86 1949 8051 1.61 0537 9463 2,36 0091 Q909
0,12 4522 5478 0.87 1922 BOTS 1.62 0526 9474 237 (89 9911
013 4483 5517 0,88 1894 8106 1,63 0516 9484 238 0087 9913
0.14 4443 5557 0,89 1867 8133 1.64 0505 9495 229 0084 9916
0,15 4404 5596 0.90 1841 8159 1,65 0495 9505 240 0082 9918
0.16 4364 5636 091 1814 8186 1,66 (485 9515 241 0080 9920
0,17 4325 5675 0,92 1788 8212 1,67 (475 9525 242 0078 9922
0,18 4286 5714 093 1762 8238 1.68 (465 9535 243 0075 9925
0,19 4247 5753 0.94 1736 8264 1.69 (455 9545 244 0073 9927
0.20 4207 5793 0,95 1711 5289 1.70 (446 Y554 245 0071 9929
0.21 4168 5832 0.96 1685 8315 1,71 0436 9564 246 0069 9931
0,22 4129 5871 0.97 1660 8340 1.72 0427 9573 247 (068 9932
0,23 4090 5910 0,98 1635 #3635 1,73 418 9582 248 0066 9934
0,24 4052 948 0,99 1611 8389 1,74 0409 9591 249 0064 9936
0,25 4013 5987 1.00 1587 8413 1,75 0401 9599 250 0062 9938
0,26 3974 6026 1.01 1562 B43K 1,76 0392 9608 251 0060 9940
027 3936 664 1,02 1539 8461 1,77 0384 9616 252 059 9941
0.28 3897 6103 1.03 1515 8485 1.78 0375 9625 253 057 9943
0,29 3859 6141 1.4 1492 B508 1,79 0367 9633 254 055 9945
0,30 3821 6179 1.05 1469 8531 1.50 (359 9641 255 0054 Q946
031 3783 6217 1.06 1446 8554 1.81 0351 U649 2.56 0052 9948
0,32 3745 6255 1.07 1423 8577 1.82 0344 9656 257 0051 9949
0,33 3707 6293 1,08 1401 8599 1.83 0336 9664 258 0049 9951
0,34 3669 6331 1.09 1379 8621 1.84 0329 9671 259 (048 9952
035 3632 6368 1.10 1357 8643 1.85 0322 9678 2,60 0047 9953
0,36 3594 6406 111 1335 B66S 1.86 0314 9686 261 0045 9955
0,37 3557 6443 112 1314 BOH86 1,87 0307 9693 2,62 0044 9956
0,38 3520 HAR0 1,13 1292 8708 1,88 0301 9699 263 0043 9957
0,39 3483 6517 1,14 1271 8729 1.89 0294 9706 2,64 0041 9959
0.40 3446 6554 1,15 1251 8749 1,90 0287 9713 265 0040 9960
0.41 3409 6591 1,16 1230 8770 1.91 0281 9719 2,66 0039 9961
0,42 an 6628 117 1210 8790 1,92 0274 9726 267 0038 9962
0,43 3336 6664 1,18 1190 8810 1,93 0268 9732 2,68 0037 9963
044 3300 6700 1,19 1170 8830 1,94 0262 9738 2,69 0036 9964
045 3264 6736 1,20 1151 HE49 1,95 0256 9744 2,70 0035 9965
0,46 3228 6772 121 1131 B86Y 1.96 0250 9750 27 0034 9966
047 3192 6808 1.22 1112 HESE 1,97 0244 9756 272 0033 9967
0,48 3156 6844 1,23 1093 8907 1,98 0239 9761 273 0032 9968
0,49 3121 6879 1.24 1075 8925 1,99 0233 9767 274 0031 9964
0,50 3085 6915 1,25 1056 5944 2,00 0228 9172 2,75 0030 9970
0,51 3050 6950 1.26 1038 8962 201 0222 9778 2,76 0029 9971
0,52 3015 6985 127 1020 8980 202 0217 9783 2n 0028 W72
0,53 2981 7019 1,28 1003 8997 2,03 0212 Q788 2,78 0027 9973
0,54 2946 7054 129 0985 9015 2,04 0207 9793 279 0026 9974
0,55 2912 7088 1,30 1968 9032 2,05 0202 9798 2,80 0026 9974
0,56 2877 7123 1.31 0951 9049 2,06 0197 9803 281 0025 9975
0,57 2843 7157 132 0934 9066 207 192 9808 282 0024 9976
0.58 2810 7190 133 0918 9082 208 (1188 9812 283 0023 w77
0,59 2776 7224 1.34 0901 9099 2,09 0183 9817 284 023 w7
0,60 2743 7257 1.35 (I8R5 9115 2.10 0179 9821 285 0022 9978
0,61 2709 7291 1.36 (869 9131 2,11 0174 9826 286 0021 w79
0,62 2676 7324 137 0853 9147 2,12 0170 9830 287 0021 979
0,63 2643 7357 138 (838 9162 2,13 0166 9834 288 0020 Y980
0,64 2611 7389 1,39 0823 9177 2,14 0162 9838 289 0019 9981
0,65 2578 7422 1,40 0808 9192 2,15 0158 9842 2,90 0019 9981
0.66 2546 7454 141 0793 9207 2,16 0154 9846 291 0018 9982
0,67 2514 7486 1,42 0778 9222 217 0150 9850 292 0018 9982
0,68 2483 7517 1.43 0764 9236 2,18 0146 9854 293 0017 9983
0,69 2451 7549 1,44 0749 9251 2,19 0143 9857 294 016 9984
0.70 2420 7580 145 0735 9265 220 0139 9861 295 0016 9984
0,71 2389 7611 1,46 0721 9279 2,21 0136 9864 296 0015 998S
0,72 2358 7642 1.47 0708 9292 222 0132 9868 297 0015 9985
0,73 2327 7673 1.48 0694 9306 223 0129 9871 298 0014 Gsh
0,74 2296 7704 1,49 0681 9319 224 0125 9875 299 0014 YshH
0.75 2266 7734 1,50 (1668 9332 225 0122 9878 3,00 0013 9987
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Erwartete Leistung

Zuordnung
Bewertung

a)

Das Zufallsexperiment ,,Kontrolle eines Fahrgastes* kann nur zwei Ausgange haben,
denn entweder hat ein Fahrgast einen giltigen Fahrschein oder nicht. Auch wenn im Bus
eine kontrollierte Person nicht noch einmal kontrolliert wird, ist die Grundgesamtheit
aller Fahrgaste in StoBRzeiten so grof3, dass man die Antreffwahrscheinlichkeit eines
Schwarzfahrers als konstant ansehen kann. Ferner ist es wichtig, dass sich Fahrgéste
unabhéngig voneinander zum Schwarzfahren (mit p = 0,08) entschliel3en.

Somit sind Situationen klar, in denen keine Binomialverteilung vorliegen wirde: z.B.:

1. Es entschlieRen sich zwei oder mehrere Personen gemeinsam schwarz zu
fahren,

2. bei sozialen Brennpunkten kénnte es aufgrund des verfiigbaren Geldes zu
erhéhtem Schwarzfahren kommen,

3. es konnte die Tageszeit einen Einfluss auf die Schwarzfahrerquote haben (,,zu
dieser Zeit wird bestimmt nicht mehr kontrolliert®).

In allen diesen Situationen misste man im Bus mit einem anderen p als p = 8% rechnen.

b)

Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit p = 0,08. Hier liegt eine Bernoullikette der
L&nge 50 vor.

Esgilt P(X>2) = 1- P(X<1) = 1-P(X=0)-P(X=1) =

50 50
1- ( A ) 0,0800,92°0 _ ( 3 j 0,0810,02%° ~1-0,0155-00672 = 0,9173.

Die Normalverteilung kann als N&herung verwendet werden, wenn ¢ > 3ist.

Damit gilt: 6 = yn-p-(1-p) >3 < n-p-1-p) > 9 (wegen der Monotonie der

9
Wurzelfunktion), also n > ﬁ Mit den obigen Werten ergibt sich
p-(1-p

9
n> m ~ 122,28. Die N&herung ist ab einer Gruppengrofie von 123 Fahrgésten

sinnvoll.

Mit Hilfe der Naherung durch die Normalverteilung erhalt man :

50+0,5-800-0,08

4/800-0,08-0,92

entnimmt man P(X<50) ~ 1-0,9608 =3,92 % .
[ Ohne Korrekturglied: P(X <50) ~ 1 - ®(1,82) ~ 1 - 0,9656 ~ 3,44 % ].

P(X<50) ~ cb( ] ~ ®(-1,76) =1 — ®(1,76) . Aus der Tabelle
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€) | Zun&chst einmal haben wir weiterhin eine binomialverteilte Zufallsvariable mit p = 0,08,
wenn X wieder die Anzahl der Schwarzfahrer beschreibt. Die Lange der Bernoullikette
ist hier n = 4. Damit ergibt sich

4
P(X>1)=1-P(X=0)=1- (oj 0,089.0,02% = 1- 0,924 ~ 0,2836 ~ 28,4%. 2

Somit hat der erste Schuler mit seiner Angabe Recht.

Wenn aber der Kurs mit 25 Personen einsteigt und zwei Personen schwarzfahren, so
sind das zwar auch 8%, aber hier liegt der Fall ,,Ziehen ohne Zuriicklegen vor, das
heilt, dass die Zufallsvariable X, die die Anzahl der Schwarzfahrer beschreibt,

hypergeometrisch verteilt ist. Daher ist wie folgt zu rechnen: 1

0)\ 4
PX>1)=1-P(X=0)=1- my =1-0,7 =0,3=30%.
Damit liegt in der Tat eine hohere Wahrscheinlichkeit vor, die Mehrheit im Kurs hatte
also Recht.
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d) | Wenn man testen mdchte, ob sich die Fahrkartenkaufmdglichkeit mit dem Handy fur die
Stadtwerke lohnt, wird man als Nullhypothese das Gegenteil von dem annehmen, was
man zeigen mdchte, damit man diese Annahme ggf. mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 5% verwerfen kann.

H, sei die Hypothese, dass die MalRnahme nicht den erhofften Erfolg gebracht hat, also
Ho: p>0,06 . 1
Die Gegenhypothese lautet dann Hy: p < 0,06.

Die Zufallsvariable X beschreibe die mdglichen Anzahlen von Schwarzfahrern bei einer
Stichprobe mit n = 2000. Man wird die Nullhypothese ablehnen, wenn man relativ
wenige Schwarzfahrer bei der Stichprobe findet, also liegt hier ein linksseitiger
Signifikanztest vor. Also ist unter der Annahme ,,H, ist wahr* die gréRte ganzzahlige
Grenze g gesucht mit P(X<g) < 0,05 (g gehdrt also schon zum Ablehnungsbereich).
X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 2000 und p = 0,06.

Es kann hier die Naherung von Moivre-Laplace verwendet werden, da
n-p-(1-p)=2000-0,06-0,94=112,8>9 ist. Es gilt 1

0,5—2000-0,06
g st%.

4/112,8

j >0,95 und mittels der Tabelle der Normalverteilung und der

P(X<g) < 0,05. Mit der Naherung folgt 1 — QD(—

g-119,5

4112,8

Monotonie der ®-Funktion —

Somit ist <I{—

g -1195

V1128
dann g = 102.

Werden nur zweistellige Tabellenwerte verwendet oder wird ohne Korrekturglied 3
gearbeitet, so sind die Rechnungen entsprechend zu verandern.

> 1,645. Folglich ist g < 102,03 und daher

Damit ist der Ablehnungsbereich der Nullhypothese K =[ 0 ; 102 ]. Wir haben daher
folgende Entscheidungsregel:

Werden 102 oder weniger Schwarzfahrer angetroffen, so verwerfen wir die
Nullhypothese, d.h. wir werden die MalRnahme als furr die Stadtwerke Iohnend bewerten.
Werden mindestens 103 Schwarzfahrer ertappt, so bleiben wir bei der Nullhypothese,

d h. wir sehen den Fahrkartenverkauf per Handy als nicht lohnend fiir die Stadtwerke an. 1

e) | Die Zufallsvariable X wird als binomialverteilt mit den Parametern n und p
vorausgesetzt.

Fernerseia e IRmit 0 <a<1undP(X > 1) > a. Dann gilt:
- -0 = ny o n n
PX>1)=1-P(X=0)=1- 0 p -@-p) =1-(1-p) 2a <

n In(1-a) .
l1-a>(1-p) & Inl-a) 2niIn(l-p) & ——<n(daln(l-p)<O0ist). 3
In(1—p)

12 | 15 | 3
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